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TTiercfore the mind whìch 
is free from passions is 
a ciiadcl, 

for man 
has nolhing more secure 
to which he can fly for 
refuge 

and for the 

future be ìnexpugnable. 

— Marcus Aureuus 
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Le questioni intorno agli sviluppi delle funzioni di 
una variabile reale data arbitrariamente in un certo 
intervallo, hanno formato soggetto degli studi dei piti 
celebri geometri , segnatamente da una cinquantina 
d'anni a questa parte. 

Pubblicare un libro che riunisse i principali fra 
questi studi, insieme a quel poco che avessi potuto 
aggiungervi di mio, e dare così un seguito al libro già 
pubblicato col titolo „ Fondamenti per la teorica delle 
funzioni di una variabile reale j, fu dapprima il mio 
intendimento. 

Questo concetto però si è andato man mano slar- 
gando, specialmente perchè, rinvenuto un processo ge- 
nerale, ho potuto dedurre con metodo uniforme gli 



sviluppi conosciuti fin ora al altri nuovi o non per 
anco completamente dimostrati, dandoli, a mio credere, 
in un modo pienamente rigoroso; e cosi il libro, che 
secondo ì miei primi intendimenti avrebbe dovuto pre- 
sentarsi al pubblico sotto le più modeste apparenze, 
viene ora a prendere una mole alquanto considerevole. 
Ho reputato opportuno perciò il dividere il libro stesso 
in due parti; dando nella prima tutto quello che si 
riferisce alla possibilità, degli sviluppi, e riunendo nella 
seconda quello che si riferisco alle proprietà degli svi- 
luppi raededimi, come ad ea. alla loro convergenza in 
ugual grado, alla loro integrabilità, o dififeretiziabilità 
termine a termine, alla unicità ec. . . 

Non entrerò in dettagli né per ciò che )'iguarda 
la prima, uh per ciò che riguarda la seconda parte. 

Dirò solo che nei metodi seguiti ho sempre cercato 
di conservare la maggior generalità possìbile; ed è per 
questo appunto che i varii risultati li ho potuti ottenere 
colla più grande semplicità,, e senza bisogno di lunghi 
calcoli, e ho potuto trovare altresì che la maggior 
parte dei risultati medesimi , che fin ora erano stati 
dati con processi speciali e calcoli assai laboriosi pel 
, caso soltanto degli sviluppi di Fourier, valgono anche 
I per altre classi est&sissime di sviluppi. Il vantaggio di 
quei metodi poi, oltre che nel loro carattere generale, 
sta anche nella circostanza che in essi le difficoltà tro- 



vansi separate iu due; Tuna cioè relativa alla funzione 
da avihipparsi, e l'altra relativa soltanto alla natura 
dello sviluppo. In tal modo per es. volendo ricono- 
scere se un certo sviluppo è possibile , s'iocomincia sem- 
pre dal fare alcune verificazioni sugli sviluppi di quella 
forma indipendentemente dalla funzione da sviluppar- 
si; e dopo di aver fatto c|ueste verificazioni, i teoremi 
generali del Cap. Ili nei quali si ha riguardo soltanto 
alla natura della funzione negli intorni dei punti nel 
quali vuole svilupparsi, danno subito alcune classi di 
funzioni alle quali lo sviluppo fe applicabile. Fra queste 
funzioni si trovano sempre quelle che negli stessi intorni 
non fanno oscillazioni, e nella maggior parte dei casi 
vi si trovano anche alcune classi estesissime di fun- 
zioni con infiniti massimi e minimi. 

Di fronte però al vantaggio che porta seco la gene- 
ralità, che ho mantenuta, si ha l'inconveniente che gli 
enunciati di alcuni teoremi vengono forse troppo pro- 
lissi, e talvolta occorre entrare in considerazioni al- 
quanto minuziose; ma tali inconvenienti mi sembrano 
ben compensati dai vantaggi che per altri lati se ne 
hanno, e dalla importanza dei risultati che se ne ot- 



Questo libro presenta certamente dei difetti, alcuni 
dei quali però sono più specialmente da attribuirsi alla 
circostanza che la sua pubblicazione si è fatta a inter- 
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valli, e con concetti che, corno già ho detto , si anda- 
vano soltanto a poco a poco svolgendo. Voglio ciò non 
ostante sperare che i cultori della scienza non lo tro- 
veranno del tutto privo di un qualche valore; e ad ogni 
modo sarò lieto se, per T insieme dei risultati che in 
esso trovansi riuniti, contribuirà, ad agevolare lo stu- 
dio di una delle parti più belle deir Analisi moderna. 

^isaj Ottóbre 1880. 
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L Congiderazionl generali. 

1. Uno dei problemi più interessanti del? analisi, è quello 
di cercare se e in quali casi le funzioni di una variabile reale 
date arbitrariamente in un certo intervallo finito o infinito (o,ft) 
possono esprimersi analiticamente per ogni valore di x* fra 
a e ò, per modo cioè che i valori della funzione data per questi 
valori di oc possano tutti ottenersi per mezzo di una serie finita 
o infinita di operazioni di calcolo da farsi sulla variabile. 

Però un problema posto in una maniera così generale 
non potrebbe risolversi, o almeno difficilmente potrebbe aversi 
un metodo per trattarlo, ove non si stabilisse qualche cosa 
intomo alla natura della espressione analitica che, quando la 
cosa sia possibile, dovrà rappresentare la funzione; ed è perciò 
che nelle ricerche di questo genere che finora sono state fatte 
si è sempre limitato il problema stesso cercando soltanto se ed 
in quali casi una funzione data arbitrariamente in un certo in- 
tervallo può avere una espressione analitica di forma data. 

I risultati che così si sono ottenuti possono dirsi di una 
straordinaria importanza , non tanto per V Analisi , quanto, e 
più specialmente, per le loro applicazioni alla Fìsica matema- 
tica; e noi ne esporremo alcuni dei principali, avendo però 
più particolarmente in mira la rappresentazione analitica delle 
funzioni di uua variabile reale per mezzo di serie convergenti 
formate con date funzioni speciali della variabile, o per mezzo 
di certi integrali definiti . 

D. I 



(2) (/= ;:«,. sen- 
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ove le ffi. e &■ soao costanti arbitrarie ; e poi avendo ricooo- 
Bciuto che con questa formoìa (jualsiasi funomeno del suono 
veniva apiegato, ne coucluse clie essa doveva essere U forinola 
generale , 

Dopo qnesto lavoro di Bernoiilli ne comparve un altro 
di Eulero nel quale questo celebre matematico rispondeva alle 
obiezioni fattegli da D' Alembert, e osservava contro Beruoulli 
che, siccome per ogni valore del tempo i la formola (2) dava 
la equazione della corda sotto la forma: 



(3) ì,= i:«Ksen 



bisognava concluderne che ta detta formola (2) non sommini- 
strava la soluzione generale del problema, in quaufcochè, almeno 
per un dato istante la forma delta corda poteva darsi arbitra- 
riamente, e non era dimostrato che una curva quahmque data 
arbitrariamente fra due ascisse e Z potesse sempre rappre- 
sentarsi con una equazione della forma (3); e anzi si riteneva 
allora come impossibile di rappresentare una curva algebrica, 
o più generalmente una curva analitica data e non periodica, 
per mezzo di una espressione periodica come quella scritta 
sopra anche come l'altra: 

(4) i/= L a„ sen —^ f- S p.. cos —^ . 

Il problema era portato a questo punto, e incidentalmente 
aveva dunque fatto nascere la questione se una curva data arbi- 
trariamente fra e / potesse o no rappresentarsi sempre con 
una equazione della forma (3) o (4), per quanto, ritenendosi 
allora la cosa del tutto impossìbile, una tal questione venisse 
posta immediatamente da parte; né ancora le questioni sorte 
fra Eulero, D'Alembert, e Bernoulli potevano dirsi decise, ma 
soltanto Eulero e D'Alembert sì trovavano d' accordo nel rìte- 
ner8 che la soluzione del Bernoulli non fosse la soluzione ge- 
nerale del problema delle corde vibranti < 



Fu allora che Lagrange, ancor giovanissimo, prese a stn- 
diare egli pure il problema, e ne dette una soluzione in un modo 
tutto nuovo, quantunque non altrettanto rigoroso. In questo 
lavoro egli ebbe occasione di dare la formola che esprìme per 
una serie finita di funzioni circolari la ordinata di una curva 
che passi» per un numero finito di punti disposti comunque au 
rette equidistanti parallele all'asse delle y; ma per quanto, 
avendo usato il spguo _f per rappresentare quelle somme che 
ora rappresenteremmo con -, e avendo usato il segno dx per 
rappresentare l'intervallo fluito Ajt, Lagrauge giungesse a una 
formola che col farvi h=:oo concorda pienamente con quella 
che fn trovata più tardi per una funzione qualunque , è certo 
però che, avendo il Lagrange tralasciato di studiare il passaggio 
dal finito all' infinito, la questione della possibilità o impossi- 
bilità di rappresentare una curva data arbitrariamente in un 
certo intervallo con una equazione della forma (_3) o (4) restò 
ancora insoluta. Né l'insieme della memoria di Lagrange mostra 
che egli pensasse che una funzione del tutto arbitraria potesse 
realmente rappresentarsi con una serie di seni o con una serie 
di seni e coseni; ma anzi mostra piuttosto che egli intraprese 
il suo lavoro perchè credeva che queste funzioni arbitrarie non 
fossero esprimibili per una formula, e solo credeva che le serio 
trigonometriche potessero rappresentare ogni funzione periodica 
data analiticamente . 

3. Dopo il lavoro dì Lagrange, la questione della possibilità 
della rappresentazione per serie trigonometriche delle funzioni 
date arbitruriameute non fece alcun passo per circa un mezzo 
secolo; quando inaspettatamente Fonrier nel 1807, più per di- 
vinazione è vero che per dimostrazione, dette la formola che 
porta il suo nome, e mediante la quale ogni funzione /"(xj data 
arbitrariamente fra — ~ e ::, sotto certe condizioni pochissimo 
limitative viene rappresentata analiticamente in serie trigono-- 
metrica della forma ; 



(5) 



f\r) = 2«i ' "" ^^'^ " ■''"I"''" ^^^ " ^ ' 1 



vcosmxdx 
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ove Gn e bn sono coefficienti costanti che risaltano determinati 
dalle formole: 

1 r^ 1 A 1 /^ 

(6) aQ=— 1 f{x)dx,an^=— 1 /l[a?)co8WxdT,ft„= _ 1 /i(r)8enfur(jx, 

per tutti i valori di n. 

Per giungere alla sua serie, Fourier osservò che se f{x) è 
la somma della serie: 

00 

(7) 2l«"C08 nx + ftnsennxj, 



uguagliandola a /(ar), e moltiplicando poi i due membri una 
volta per cosmo; e un altra per sen nix e integrando fra ^x 
e ir, si trova: 

/ f{x) C08 mxdx=2é[an I costix eoa tnxdx-^'bn / senw 
J—7C 0\ J-^n J-^-z 

I f{x)8ejìnixdx=2i\an 1 cos mx 9ennxdx-\-bn 1 sen nxsenmxdx 

e quindi , avendo riguardo ai valori noti degli integrali 

rie ri: 

I cos nx co8mx dx , / sen n x cos mxdx , . . . , pei diversi 

J — 7C J — Z 

valori di interi m e w, ne dedusse che i cofficienti della serie (7) 
vengono determinati appunto dalle formole (6) , e ne concluse 
allora senz'altro che la formola (5) ove Qh e 6» erano dati 
dalle (0), e che egli riscontrava giusta per funzioni particolari 
anche discontinue, serviva a rappresentare qualunque funzione 
data in una maniera del tutto arbitraria pei valori di x fra 
— ;: e r . 

4. Fourier presentò il 21 Dicembre 1S07 alla Accademia 
t\Mi^ Hv'xt'wzii di Parigi la memoria nella quale si trovano i 
riiiiltati ora indicati; e questi risultati che Lagrang^^ contestò 
ii*-l nio»l(i il più fornmlf, trovarono ben presto applicazioni mit^ 
r,ivipr!io-i«- n^'lla finirà matematica ove namen.ìsi «esezipi persua- 
di' fili ìli' ronfVrinavano ogni dì più la esattezza . 



AstrazioQ fatta però anche dalla obiezione che ora fareb- 
besi al processo che condusse Fourier alla sua formola , per 
avere egli in questo processo applicata una integrazione per 
serie termine a termine senza dimostrare prima la legittimità 
di questa operazione , è certo che il processo stesso presenta 
un altro difetto capitale perchè^ ammette a priori la possibilità 
dello sviluppo della funzione data f(x) sotto la forma (7), il 
che è quello appunto che trattavasi di dimostrare ; talché, an- 
che dopo la memoria di Fourier, la questione della rappre- 
sentabilità di una funzione f{x) data arbitrariamente fra — ir e n 
per mezzo di una serie trigonometrica della forma (7), restava 
ancora del tutto insoluta. 

5. I risultati di Fourier però gettavano gran luce sulla 
questione, perchè non ostante le obiezioni ora indicate, il 
riscontrare che essi erano giusti nei singoli casi nei quali 
venivano applicati faceva acquistare la presunzione della loro 
esattezza, se non in generale, almeno in casi estesissimi. Con- 
veniva perciò allora ammettere come data la forma della serie 
trigonometrica (7), e cercare in quali casi generali la serie 
stessa è convergente pei vari valori di x fra — ic e ;c e ha per 
somma la funzione data f{x); e questa ricerca tentata prima dal 
Caobhy, fu fatta poi rigorosamente la prima volta da Dirichlet 
in nna memoria pubblicata nel Voi. IV del Giornale di Creile 
ai primi dell' anno 1829. 

6. Dirichlet osservò dapprima che le serie della forma (7), 
le altre: 



1 00 

(8) "o ^» + i(^»« cos ^-^ + ^« ^®^ '^'^ )i 



ove: 



(9) 



1 P 1 P 

a« = — / f{x) cos nxdx , bn= — / f{x) sen ìU dx , 



non sono sempre convergenti indipendentemente dall' ordine dei 
termini; e quindi per decidere della loro convergenza non biso- 



goa riferirsi aT modo sscoado cui tendono a zero questi 
ma bisogna cercare il limite verso cui converge la somma dei 
primi « n-\-l di essi quando n cresce inde tini tamente, e 
vedere se questo limite è o nò determinato e finito; e per di- 
mostrare poi che questa serie ba per somma fix), almeno in 
dati casi, bisogna anche far vedere che il detto limite è ap- 
punto flx}. 

Dietro questa osservazione, la questione si riduceva a 
cercare Ìl lìmite della somma dei primi nori4~l termini della 
serie (8) ; e poiché la somma di questi «+1 termini, quando 
si pongano per le a» e 6» i loro valori (9) e si muti x in a 
fuori dei segni integrali, può acriverai; 



m 



»lv+S°°"''-'~°' ''' 



(10) 



, + y^cos ti {x —a) ~ - 



■') 



2 aen|(i— ei) 



fj La dEinustm/ione di itoestn rormoU : 



s = 



1 1 ' 



»(s+i>- 



''^^f'"-^- 



Hmcp all' integrale; 



(li) 






/■(')- 
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il problema renne così ridotto nlla ricerca del limite di questo 
iotegrule per «^= <x\ e cercando allora effettÌTamente questo 
^mite, Diricbiet giunse a dimostrare rigorosamente che una 
Eonzione ^x) di -t che è diita arbitrariamente fra — jc e x, e 
àa in questo intervallo è sempre tìitita e non ha un numero 
iofioito di massimi e minimi , per tutti i valori di x compresi 
fra gli stesai limiti pei quali è continna paò rappresentarsi per 
amm della serie (8) ; e pei valori dì x interni all' intervallo 
<— ic , k) pei quali la funzione stessa è discontinua ( le dìscou- 
tinoità venendo allora ad essere discontinuità ordinarie ) (*) , la 
iwle {8) dà il valore medio fra i due verso cui tendo la fimzione 
quando ci si avvicina indefinitamente a qnel valore dì ar dalle 
doe parti di esso; vale a dire se « è nn punto interno all' in- 
tevalio ( — n e "■) nel quale la funzione è continua o discon- 
tinua la somma della serie per x^a pub sempre rappresentarsi 

^™ òì/l "+0 ) -f- A c—^ ) ! ; mentre pei punti estrerai ±x la 

Bomma della seria è ^ 1 A^t+O) + f\?: - 0) i . 

7. Dirichlet fece inoltre una estensione del suo teorema 
considerando anche alcune classi di funzioni che divenivano in- 
finite io alcuni punti fra — :: e x, e che , avendo soltanto un 
numero finito di massimi e minimi, non potevano naturalmente 
essere infinite altro che in un numero finito di punti; e in 
fine delia sua memoria aggiunse ( senza però neppure accen- 
nare alla dimostrazione ) che il teorema stesso sarebbe stato 
•pplicabile a tutte le funzioni , anche dotate di un numero 
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30 
infinito di massimi e minimi, per le quftii gli integrali che 

compariscono nelle espressioni dei coefficienti Un e h^ hanno un 
signi&cato ( nel senso inteso da luì ); includendo così fra le 
funzioni rappresentabili per tutti i valori di x fra — ir e 3t 
mediante la serie (8) tutte le funzioni finite e continue. 

Qnest' ultima asserzione di Dirichlet è stata trovata ora 
inesatta dal sig. Du Boia-Rcymond; però i lavori di Rieniann, 
quelli di Lipschitz ( negli ultimi dei ijuali V assei-zione di Di- 
richlet fu per la prima volta messa in dubbio), e quelli di Du 
Bois-Reyuioud e di altri hanno aggiunto alle funzioni con un 
numero fluito di massimi e mìnimi per le qnali Dirichlet dimo- 
stra rigorosamente il suo teorema altre classi estesissime Ai 
funzioni continue e discontinue con un numero inlinìto di mas- 
simi e mìnimi, al punto da potere asserire che, almeno nello 
stato attuale delta scienza, finche la sì riguardi nelle sue appli- 
cazioni ai fenomeni naturali, la formula di Fonrier è applicabile 
in casi anche ben al di là di quelli che occorre di considerare. 

8. Xoi esporremo ì principali fra i risultati che sono stati 
ottenuti, per gli sviluppi in serie di Fourier e per altri; e per 
questo dovremo prendere a studiare gli integrali della forma 
rb . rb 



-b sena; J^ 

quali, come vedremo 



Ben hx , 



d X, f ffa-ì "'^""-" d X con < a < i < " dai 

vengono a dipendere glì integrali (11) 
che conducono alla somma della serie di Fourier (S), e dovremo 
studiarne anche altri più generali; però, onde procedere con 
ordine, noi premetteremo alcuni teoremi sugli integrali della 

•b 
forma / f{x) y(t) dx , che, potendo essere utili anche in altre 



'., saranno da m 
ul sarebbe necf 

[•"^^dx, f' 

Jd sen X Ja 

nel caso pjirtifolare dì A^ì^l ■ 



teorie, saranno da noi esposti con maggiore generaìitù di quella 
che qui sarebbe necessarin, e ne esporremo alcuni sugli integrali 

n n 

'Ix cui si riducono i precedenti 



n. Teoremi preliminari di Calcolo Integrale. 



9. Consideriamo l'integrale / f(.i) if{j') dj; 
■Ja 



ove a e & sono 



Bnnieri qualunque finiti o infiniti, e /(.ci e f{j') sono funzioni 
atte alla integrazione fra « e S, una delle quali per ea. fix) è 
sempre finita, e l'altra può anche essere infinita iu un gruppo 
fiuito o infinito di punti di prima specie fra a e 6, ma in modo 
però che anche il prodotto f{x)'^[x) &ì& atto alla integrazione 
fra a e &. ' 

Supponendo allora dapprima che fra a e 6 la funzione 'fix) 
sia sempre dello stesso segno, si pub ricordare che si ha la 
forraola (?ii. /. §g. 130, 230, 247 ): 

ove f indica un numero compreso fra ì limiti inferiore e supe- 
riore dei valori di f[x) nell'intervallo' (« , t) d'integrazione, 
per modo quindi che quando {{x) è contìnua fra a e & (u e h 
incl. ) /■ è un valore /"(;) dì f{x) che corrisponde a un valore £ 
di X preso fra a e ^ ( a e 6 incl. ) . . 

Nel caso particolare poi in cui a e J sono ambedue finiti 
e fra essi la funzione "^{x) è sempre finita, allora anche se essa 
ha dei cambiamenti di segno fra nei, indicando con y,, il 
limite superiore dei suoi valori assoluti un numero maggiore, 
e con f^ /"due numeri determinati compresi fra i limiti infe- 
riore e superiore dei valori di ({x'S nell'intervallo d'integrazione, 
si può osservare ohe siccome 'f (x) -j-yg non è mai negativa fra 
a e 6, la formola precedente ci darà l'altra: 

=f h(-^)dx hT„/' / -i-c-for <i^^ 



ovvero : 
(2) 






essendo 9„ un numera compreso fra — 1 e 1 ( — 1 e 1 inclna.), 
e D l'i>8cillazione di f{.r) fra n e b. 

Qualunque poi sia il segno della ftiiiEÌone ^(j:) fra a a t, 
se essa è «empre finita e atta all' integrazione, e sfi f{x) col 
passare di a; da a a 6 non è mai crescente o non è mai dACre- 
sutìutc, si ha U forinola (m. l. §g. 213 e 262): 

(3) I M-f{x)d.r = fia+0) f{s)dx-\-f(b-0)f^ÌJ-)fÌT 
o anche: 



(4) 



Jn^W)'i^^f{a-\-0)Jj(j,),U-\-lfi,f>-0)-f{ai-0)\jf(, 



ove /'ia4-0)e/i;ft—0) indicano! valori limiti di flj;) per r=a4-0 
e x=h — elle certamente hanno un significato, £ è un numero 
determinato compreso fra i due numeri a e b che possono essere 
Bniti Q infiniti, e si stipp me a<Cfi; e quejte formole valgono, 
come vedremo, anche nel caso in cui f(x) diviene infinita tn 
a e b restando atta all' integrazione (*f . 

10. Alle formole precedenti se ne possono aggiungere altre 
che ci torneranno poÌJ utili . 

Ammettiamo perciò, come già sì fece sopra, che la fiin- 
sione f(j) sia sempre finita e atta all'integrazione fra i numeri 
finiti o infiniti aeò, e l'altra f\r) possa anche essere iuGnìta 
ina in mo'lo che, oltre alle funzioni f(x) e r(J"), anche il loro 
prodotto fii)'f{x) sia atto all'integrazione fra a e b (come per m. 
I (m. /. g§. 220, 245) se 'f(.r) è sempre finita, o ae. 



n X«l ola libro ho kltrìbulta If furoidla (3) • (*) ■! Kg. WaJantnja, ftA, 
ill*tr« qmnto dap« ha niinto. il vg. Vitìersinat la eunoaiM nalta ma toioal >] 
>Mil KoUii, na il >i|. 1><i Baia-Faj-ioanJ la (lubblli'ù fr il |>riina. ^ V. fiion. 
di narehifdl Val. G3, fag SS ). 



J 
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essendo infinita, la funzione f^(x) dei suoi valori assoluti è atta 
anch' essa alla integrazione fra a e ò ) {*) . 

Allora se per es. a<!i, indicando con «^ , o^, .. . Oh— j n — 1 

punti presi fra a e i in modo che sia a<CoCi<Io^<I 

<a»-, <ft, si avrà identicamente : 

Ja Ja ^a 



+ 



e quindi se gli integrali : 

n Ai cmì noti d* integrabilità dei prodotti f{x) f(x) qnando ambedoe le fan- 
xioid/[x),f'(«) sono atte alla integriazione fra a e ò si può aggiungere T altro • che 

• U foDtionf /v») e f(x) non divengano infinite insieme e che negli intorni dei punti 

• d'ialnito dell'ona di esse , per es., di ffix), T altra /^x) sia cootinaa e abbia un 

• estremo osdUatorio Ay finito e atto air integrazione ». In questi intorni infatti il 

f{x)dx saiÀ finito e continuo, e per uno dei suoi estremi osdllttorii 

potrà prendersi (m. 1. §. 269) la somma > f f{x)dx-\-f(x) f(x), e questa somma sarà 

^J a 

itts air integrazione negli stessi intorni; quindi poiché lo stesso accade della sua 

|rinii perte X . f f{x) dx , altrettanto avTerrà del prodotto f(x) f(x) , come appunto 

^•ItTsiDo mostrare. Alla, condizione poi che >. sia finito e atto ali* integrazione 
icgli indicati intomi si può evidentemente sostituire Taltra che se > . è infinito esso 
Iteti atto allìntegrazlone anche ridotto ai suoi valori assoluti, o almeno non vi di- 

TezkgE iafinlto altro che in un numero fluito di punti e V integrale I ^(x)d x nei 
aedesimi intorni non faccia infinite oscillazioni ce. 



(6). 



Ja -'a Ja 



f{x) dx , 



sono sempre dello ste^iso segno o nulli e non vanno cresccnilo 
in valore assoluto, sicconi? le somme successive dei loro coef- 
ficienti sono comprese fra f\a) — hef\a) — l ove Le/ sono i 
limiti superiori e inferiori dì f{x) fra net, per un noto 
teorema di Abe! (vedi per es. m. 1, §, 89) la somma dei pri- 
mi H—l termini del secondo membro sarà compresa fra 



^^J) 



jA«)— L| / tWJ*- e Irto) — 'I j l{r)d.t,e poi™ quin- 



'a 



di indictirsi con [ /\a) 



-Y\fll')'''. 



essendo /'un numero e 



preso fra il limite inferiore e il limite superiore di f\s) fra ae(. 
Invece se gli integrali {!>) sono dello stesso segno o nolU, 
ma non vanno decrescendo in valore assolato, allora sempre 
per il teorema di Abel si vedrà che la somma dei primi m — l 
termini del secondo membro della formola precedente è com- 

pm,» fra I /-na,„,) I / SjÓ'Jx e |L-/1(^_,)| / ^3'' 
•^a •'a 



ì pub quindi indicarsi con J^- 



-/l=...,)i ^fw'fc 



e si pnò ag- 
giungere che in ambedue questi casi invece della somma dà 
primi «—1 integrali si potrà considerare quella doÌ primi m 
quando anche gli integrali : ' 

[x)dx, .... f{Z)dx, hF{x)dx 
Ja Ja 

■iano dello stesso segno o nulli e non vadano crescendo, o non 
vadano decrescendo, in valore assoluto, salvo in questo ultiino 

_ fa--, 

caso a sostittiire al prodotto }/■— A*--t)| 1 'f(^)<^ l'al- 
ba 



flU)dx, r?o 

Ja Ja 

ino dello 
dano dee 

IO a sa 

,f ,{^),U. 
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Indicando poi con D,, D^, . . Dh le oscillazioni di f{x) 
negli intervalli (a,a|), («i , a^) . . . (an-i , i), si vede chiara- 
mente, che se f^{x) è la funzione dei valori assoluti di ^{x) 
fra a e 6 ed è atta alla integrazione in questo intervallo, la 
somma degli ultimi n integrali del secondo membro della (5) 
sarà numericamente inferiore air altra : 

D| / 9,(jr) d a; + D2 / tp^{x) d a; -f . . + D^ / rp^{x) d x ; 

e se la funzione ^{x) sarà sempre finita fra a e &, e il limi- 
te superiore dei suoi valori assoluti sarà ^q, la stessa somma 
sarà anche numericamente inferiore alP altra: (pQ £ S« D«, ove 
8i , S) , . . . 8n indicano gli intervalli (a , a^) , {a^ , a^) . . • 
(a„-i , 6); talché indicando con 0^ , O^ ', O3 numeri compresi 
fra — 1 eie con D l'oscillazione totale di f(x) fra' a e &, 
resta ora dimostrato che « quando fra aeb le funzioni f{x) e 
, (f{x) sono atte alla integrazione insieme al loro prodotto f[x)^{x)^ 
, e la f[x) è sempre finita, indicando con a| , a» , . . On-i 
„ dei punti fra a e & presi in modo che gli integrali: 



(7) / (p{x) dx ^ I rf{x) dx , , . . I tf{x) d x 

Ja •/« Ja 

, siano tutti dello stesso segno o nulli e non vadano mai ere- 
, scendo o non vadano mai decrescendo in valore assoluto, si 
, avranno le formole: 

[ / /l(x)T(x)rfx=0,DX,+A«H-,) f^{x)dx-{-2 n'A^)-A«.)!T(^)<i^, 

(8) \ 

rb ri ra,+, 

f f{xyp{x)dx=%J>\+f{a^,) I ^{x)dx+%yps / 7i{^)dx, 

, ove D è l'oscillazione di f{x) fra a e 6 , X^ è il massimo fra 

j i valori assoluti degli integrali (7), e 'f^{x) è la funzione dei 

, valori assoluti di rp{.r) fra a e h che, nel caso della seconda 

, formola, si suppone atta anch'essa alla integrazione nel me« 




, deaiino intervallo {t",!)); e se gli integrali / 2,(x)(7j- sono 
, inferiori a A ai arra anclie: 



(0) 



ri, ri, 

/ «jr)fWi,_»,DX, + /-(,„_,) / .f(.r)rf.r + 9,iSD., 



, mentre nel caso in cui anche f{.r) à sempre finita fra a e b 
, e fff, ò il limite superiore ^ei suoi valori assoluti o un nn- 
, mero maggiore si potrà anche s 



(10) 






, ove s'intende che il segno S venga psteso agli intervalli (a . a,), 
» ('"i ' '^)i ■- 1 ('"—1 1 '') ^^^ S''' abbiamo indicato con S, , 5a . . , , 5„ ,, 



In particolare dunque se l'integrale / 'f(x)dx fra a e b 



jli' 



ha dei masaimi pos'tivi che non vanno crescendo o non vanno 
decrescendo, o ha dei minimi positivi pei quali si verifica la 
stessa particolarità, potremo prendere per a, , «5, . . Oh^, questi 
punti di ma'isimo o quelli dì mìnimo rispettivamente, e appli- 
care poi le fomiole precedenti ; e se anche il punto b sarà 



uno di questi 



o almeno se, nel caso eh» gli integrali (7) corrispondenti non 
vadano crescendo, si avrà J 



o minimi dell'integrale / •f(x)da 

irrispondenl 
\ 1 f{j:) d x'^ j [f{x) dx, e nel caso 

che non vadano decrescendo si avrà I '£(j;)dx^_ f <f{:c)dx, 

ri. 

allora nelle formole precedenti il termine /"(a_„,) / -^{^x) d j: 
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potrà essere tralasciato; e nelP nltimo caso ( qaello cioè in cui 
gli integrali (7) non vanno decrescendo), alle stesse formole (8) 
e (10) si potranno sostituire le altre: 

f{x)^{x)dx-=^f \ 9(x)d.i7 + 032D, / tf^{x)àx, 

Xf{x) ff{x)dx=J j f{x) rf ic + O3 yo 2 5, D,, 

nelle quali f indica un numero compreso fra i limiti inferiore 
e superiore di f{x) nelP intervallo (a , 6). 

11. Per trovare altre formole simili alle precedenti, si os- 
servi che si ha anche identicamente: 

+ . . . +fci^ r^,,,, + 



1 r^ 

. +~ / \2f{x)-f{a^,)-f{b)\7(x)dx; 



e questa che è analoga alla (5) ci condurrà ad altre formole 
notevoli. 

Si supponga infatti dapprima che i punti a , a, , , 04 . . 
OLn-i ì b siano punti di minimo e di massimo del? integrale 

Jrx 
f 9(0:) d X , essendo 0C| , aj , a5 . . . . massimi e a , a^ , «4 . . . 
a 

minimi , e i valori minimi corrispondenti deir integrale stesso 



non vadano decrescendo , 
Allora le quantità: 



i massimi nou vadano crcscemlo. ] 






saranno positive e non crescenti, e siccome le somme: 

. A-)- 



arrestate a un termine qualunque souo comprese fra ~ 



m+y 



essendo L' il limite superiore dei valori agtolotì' 



di f{x) fra n s b, pel solito teoroma di Abel si vedrà subito 
che la somma dei primi n termini della (11) si potrà nippre- 



[x)d X , essendo f^ un numero poBÌtìfo 



sentare con 



2 Ja 



che non superi il limite superiore dei valori assolati dì f{l} 
fra a e li. 

La somma poi degli ultimi n integrali della (li) po- 
trà anche rappresentarsi come nel paragrafo precedente coa 



ultimo casa 



OjVD, / y,(a)tia\ oconOj^ollS.D,, supposto in quest' 

che ^jr) sia sempre finita e tpg sia il limita superiorv Ari talm 
assoluti di <p(j') fra it e fr, o un numero maggiore; q 
possiamo orn asserire che , se a , «j , Sg . . . a.-, , b 
, alternativamente punti di mìnimo e di massimo dd 



le Tf (s 



, dell'integrale j f{x) dx, e ì massimi non vanno ci 



, mentre i minimi invece non vanno decrescendo, si ktib 

, le formole: 




n^)f{i)d.x 



, fM + f, 



j} 



■!(')d' + 



(12) 



, nella seconda delle quali '^ /-i^) indica al aolito la funzione dei 

B valori aasoluti di 'f{-r), che, per la formola stessa, ai suppone 

, atta all'in tegrazimie fra a e ó. E quando ^(3;) è sempre finita 

, {ra a e II, e f fi è il limite superiore dei suoi valori assolati o 

a nn numero maggiore, queste forraole ai possono anche ridurre 

, all' altra : 



(13) 



•'a 



.V) -MX) d X : 



Jd 



¥Ì-^- 



;-r)rfx + 03(F„\;e.D... 



Nel caso poi che i massimi e mìnimi che qui si conaide- 

rano dell' integrale / <p(x) d x siano siiccesaivi, si pub oaser- 

■Ja 
vare che allora in ciascuno degli integrali 

1 2flx)— /i(a,) —f{vat ,) i f{T) dx la funzione f(x), all'infuorì tut- 

V al pìil di una funzione d' integrale nullo, ha sempre Io stesso 
aegno 'O è nulla (perchè negli intervalli {a, , ai+, ) l'integrale 

fO! 

f f{x)dx ha gli estremi oscillatorii dello stesso segno o nulli), e 

quindi a causa dell» formola (1) ciascuno degli integrali medesimi 

pub rappresentarsi con j 2^, — f{7.,)—f(ix,,f)] i ':{x)dx eaaeniof, 

-a, 
nn numero compreso fra il limite inferiore e superiore di f{x) 



nell'intervallo (a, , a,,,). Si vedrà da ciò che la somioa fcl' 
la prima delle (12J nelle attuali ipotesi rispetto hÌ pttot; 
a , a, , a^ . . . . a„_, , b potrà anche ruppreaentanì 



Ij 2 l'i / ?W ^> essendo Q^ compreso fra — 1 e 1, e in e 

Ja 
egiicnza 9Ì avrà anche la formola sedente; 



12. La formola (11) ci conduce anche ad altre nelle 
invece di avere delle condizioni pei pnntì eti , o^ . . . o,^, chi 
piift dirsi dipendano dalla funzione y(-r) che continua a compaiin 
sotto ì segni integrali dei secondi membri, si hanno altre ooo^ 
dizioni per la funzione f(x) che è fuori dei segni integrali. 

Si supponga infatti che le quantità: 

m+ fl«,) . /(«,) +a-,) A».-,) + fl») 

siano tutte dello atesso segno o nulle, e in Talore assolut 
vadano mai crescendo o non vadano mai di?crescendo, e i 
plichi il solito teorema di Abel coli' os<iervare che le si 
successive dei coefficienti di queste quantità nel senso in 
sono scritte o nel senso opposto sono comprese fra i limiti 

rx 
non e superiori X e A dell'integrale ( f{r)dx. 



X' e A' dell'altro 



Si vedrà suhito allora che nel primo 




poiché gli integrali / !p(.r) dx , 1 <f{x)Ux, t 
tinuc di -i f/a a e ìi, col passare di i' da i 
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lunque valore compreso fraX e A o fra X' e A' , indicando con 
i un valore determinato di a; fra a e 6 si vede chiaramente 
che la somma dei primi ti termini del secondo memhro della for- 
mola (11) nel primo caso potrà rappresentarsi con 

MH^ fì(x)dx, e nel secondo con fcjl+fi^) fì(x)dx; 

^ . Ja ^ A 

talché, osservando al solito che la somma degli ultimi n termini 
del secondo membro della (11) può ancora rappresentarsi con 



■/ 

•/«_ 



quando le somme: 

(15) /•(«)+A«i) , A^,)+f(o^) ,..'•, /l«-i)+A«) 

siano dello stesso segno o nulle e in valore assoluto non vadano 
mai crescendo o non vadano mai decrescendo, si avrà respetti- 
vamente V uno o l'altro dei sistemi di formolo seguenti : 

i 

+ 




ff{x)<f{x)dx=G^t^^ jrf{x)dx 



Iw, /**'*' 

il / 1 2n^)-fia.)-f(a,.^) } f{x)dx, 

ff{x) ^x) dx= fJ!^ìM^ ff(x) d a; +0,2 D, fl%)dx, 
Ja ^ Ja Ja, 

'jf{x)-f{x)dx=J^^^!^=l^±^fl{xjdx+ 

(17)1 + 4-2/ W-A«.)- /(«-.) ItC'^M^. 

1 *'a, 

^ r\x)f{x)dx=fi^^:I^J fix)dx-\.%2^.Jj,{x) dx ; 
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§. 12. si suppone per es. cbe f{r) f ra o e A eMntt Mvoim Io 
stesso segno o sin nulla e non vada mai crescendo in valoni 
assoluto, il simbolo f[{t-\-0) avrù un sig^nìficato , e e3cluden<]o 
naturalmente il caso in cui fl-r) fosse sfmpre zero, f[a-{-0) non 
sarà zero, e inoltre, quand'anche non fosse f{a) = f{a-\-Q), po- 
tremo, senza alterare nulla, supporre /\") ^= f{<i-\'0). 

Oltre a ciò, i punti a , a, , ixj , . . . , a»_, , '» potranno 
supporsi prossimi fra loro quanto si vuole senza che le quantità: 

fi") +/!:«,) , rt«,) + fi»i) fi'-ù+m 

cesnino per questo di soddisfare alla condizione dì uiaatcnerà 
tutte dello stesso segno o nulle e di non andare ma! crescendo 
in valore assoluto ; e in conseguenza la somma dei primi N 
termini del secondo membro della (li) sarà sempre compresa 



fta'- 



,,„M_+&.)a, 



ido X e A i Valori mi- 



3 e massimo dell'integrale 



ijfWfJ 



'x per X compreso fra a e 6- 



Siccome poi si ammette, come è naturale , che il prodot- 
to f{x) f^x) sia atto all' integrazione insieme a ^(r) fra a e A, 
quand'anche y(.r) divenga infinita in «n gruppo di punti finito 
infinito di prima specie, pel teorema del paragrafo ))rccedent« 
si potrà intendere di aver racchiusi questi punti d' iutinito di ^x) 
in un numero finito di intorvallì i, , f^ , . . . t. , . . . tal- 
mente piccoli che la somma dei valori assoluti degli integrali 

/ fV^)^^)^-'^-! f f(-r)dx estesi a questi intervalli sia minore di 

quel numero che piti ci piace. 

Allora evidentemente altrettanto accadrà della Bomma dei 
valori assoluti di quelli fra gli ultimi n integrali del secondo 
membro della (11) pei quali uno almeno dei limiti vt , at*t 
viene a cadere negli intervalli i, , e basterà quindi occuparsi di 
quelli fra gli stessi integrali i cui lìmiti cadono negli intenralU 
rimanenti y, , /j , . .j, , . . 

Ma poiché in questi inteivallì^', la funzione f{-c) ò sempre 
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numericamente inferiore a un numero finito ^q, sMntende sabito 
che la somma degli stessi integrali in valore assoluto sarà in- 
feriore a 9o£8, D^, ove D^ sono le oscillazioni di f{x) negli 
intervalli (a, , a,+,); quindi, poiché f{x) è sempre finita e*atta alla 
integrazione fra a e ò,quando i punti a , aj , o^ , . . . On^-i , b 
siano presi abbastanza vicini fra loro, le somme £ §« D« e così 
anche la somma degli stessi integrali saranno numericamente 
inferiori a quel numero che più ci piace. 

Segue da ciò evidentemente che la quantità 

2 r* 1 r* 

( poiché /(«i) può supporsi prossima quanto si vuole a f{a-\-0) ) 
sarà compresa fra X — a e A+o, essendo o un numero piccolo 
a piacere, e perciò anche fra X e A, ove X e A sono come abbia- 



mo detto i limiti inferiore e superiore dell'integrale 



rx 

I ^{x) d X ; 



dunque poiché a causa della continuità questo integrale col va- 
riare di a: fra a e 6, prende qualsiasi valore fra X e A, resta 
ora evidente che indicando con 4 un numero compreso fra a e 6 
(a e 6 incl.) si avrà la formola : 

rh n 

I f{x) 'f{x) d x=f{a'\-0) j ^{x) d x . 

In modo simile se f{x) non cangia mai segno da a a 6 
e non va mai decrescendo in valore assoluto, si trova che 

rb rb 

I f[x) ^f{x) dx = f[b—0) j 9(x) d X , 

con ci^£<6; dunque si può ora evidentemente concludere 
che: „ Se le funzioni/lj.r) e f{x) sono atte alla integrazione 
, fra i numeri finiti a e b insieme al loro prodotto f[^)^{x\ 
, e la funzione f{x) oltre esser sempre finita fra a eb non cangia 
, mai di segno, e nel passare di a: da a a ft non va mai cre- 
. scendo in valore assoluto si avrà la formola: 



27 



Teorema I. Se }i=2 12+ 1, gticdiinque sia il numero intero 
e positivo n si ita: 




e quindi anche: 

*=«> /q sen X 2 • 

iy% ma 

Osserviamo infatti che cambiando — ^ in x nella (10) del 

§. 6, si ha qualunque sia ti : 

n 



senAa? ^ , « vi 

= 1 + 2 2( cos2nar, 



sen X 



e di qui integrando fra e si trova subito la prima e quindi 
anche la seconda delle formole precedenti. 

17. Teorema IL Supponendo 0<;[a<6<,^, e indicando 

Ci 

ora con h un numero positivo che cresce all' infittito con una 
legge qualsiasi , e con \l un numero che può prendersi sempre 
uguale a 4, ma che propriamente basta prendere uguale a 4 

se né a né b sono multipli esatti di -j- ^ e uguale a a 2 

se a e b una sola di queste quantità è un multiplo esatto di 

-=- , si avrà in valore assoluto: 
h 

(23) r^=':Ei^rfx<Ji^+ ^-« ■ 



sen X h sen a h sen^ a ' 

e quindi se a e b sono indipendenti da A, anche se variano 




, mentre se da a a i flx) ò sempre finita, non canati 
, segno, e non va mai decrescendo in valore assoluto, si ar- 
, invece l' altra : 

(21) fn'ì fM <'' = rt'-O) r f W <> ■'. 

■ essendo in ambedue ì casi £ nn numero detcrminato compm 
, iti aeb (a evinci. 

15. Questo teoremu estende evidentement? quello del §. 2Z. 
del mio libro al caso in cui la funzione 'f(jr) fra a e & diven^^-M 
infinita in un gruppo finito o infinito di punti di prirna 8p«ci 
e ora coi ragionamenti stessi del §. 213. dello stesso libro ^^* 
trova che la forniola (3), cioè: 

(22) / A--) ¥(■"■) 'i^- Aa4 0)^ T(.r) '/ ^ -f /l''~0) / ?( '' ^ 

che è relativa al caso in cut ({j^) da a e & non va ma! crescente 
o non va mai decrecendo, sussiste anche quando z(J') non 
sempre finita fra a e /', essendo perì) atta all'integrazione ii0 
sieme al prodotto f{.v)f{x) nell'intervallo stesso (i , /'), con>- 
appunto fu trovato sotto altra forma diil aig. Du Bois-Heymoad 

Bipetendo poi Ì ragionamenti del §. 2(>2. del mio libro 
trova che le formole (20), (21) e (22) sussistono anche nel 
in cui l' intervallo (a , '') è di ampiezza infinita purché restÌDi 
verificate tutte le altre condizioni che si sono poste nel 
dì a e b finiti: talché vengono cosi estt^i i casi di validità dell^ 
fonnole (3) o (4). 

16. Lr forinole generali dei part^rafi precedenti sono «]itell» 
che al § K. diremmo trovare utile di esporre, per quanto non. 
tutte verranno da noi applicate nei presenti gtudii. Ora pM- 

aiderare gli intetjrali della forma / — - - dx, e 
* *= J stai ' 

minciamo col diinn:«lrare il seguente: 
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rema I. Se ì^=2 n+1, qualunque sia U numero intero 
j n si ìia: 




anche: 






Hm I sen hx ^ tt 

srviamo infatti che cambiando — ^in ^ nella (10) del 
ha qualunque sia 92 : 

7 w 

sen/ta? 1 , oV o 

= l + 22iC0s2n:r, 

sen a? i 

integrando fra e si trova subito la prima e quindi 

X seconda delle formole precedenti. 

Teorema II. Supponendo 0<^a<^b<J^^ e indicando 

h un numero positivo che cresce alV infinito con una 

il siasi j e con (jl un numero che può prendersi sempre 

4, ma che propriamente basta prendere uguale a 4 

7iè b sono multipli esatti di -r ^ ^ uguale a o a 2 

una sola di queste quantità è un multiplo esatto di 

wrà in valore assoluto: 



Ja 



'Vn h X ^ ^ 'riw . b—a 



rfx<J^4 



>» - » 



sen X h sen a h sen- a 

tv 

se a e b sono indipendenti da A, o amhe se variano 



28 

con h ma in modo che non superino mai 5 e a resti sempre 

discosto da zero più di una quantità determinata (*), si avrà 
ancJie : 

(24) ,«°^ r?5^dx=o. 

/i=oo J^ sen X 

Per dimostrare questo teorema, consideriamo un valore 
speciale di h fra quelli che esso può avere , e indichiamo con 

p -j- il primo multiplo di -7- non inferiore ad a, e con (2>-j-j)-r- 
n n A 

quello immediatamente inferiore uguale a b. Saràg-f- <C b — a, 

Zi 



e si avrà: 




essendo: 




2p'K 

nr Ti 

senhx , , . , ^ , , . , | senAx 

A 



Z 



2(p+«+l)^ /•2(p+.+l). 

senA-T, 1 I sena? 



^ dx = , I da? 

2(l>+^)l «^^^ * / sen?- 

e dei due integrali del secondo membro uno o tutti e due man- 
cheranno se una o tutte e due le quantità a e b saranno 

multipli esatti di -r- . 



(*) Per ciò che si richiede a dimostrare la formola di Fourier, basterebbe sap- 
porre che i limiti degli integrali che si considerano in questi teoremi e nei seguenti 
fossero fissi, soddisfacendo però alle condizioni che ria Tia si pongono. Ma ore si 
può con facili cousideraziooi supporli yariabili con h senza che i teoremi stessi ces- 
sino di sussistere , noi ammetteremo che possano variare ( dicendolo però sempre 
esplicitamente); e ciò allo scopo di non porre icutili limitozioui negli enunciati di 
teoremi che possuno tornare utili anche per altre teorie. 
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Ora, ponendo per comodità di notazione 2(p-fs)7r=a, 
(2p+2a+l )^c=?» si • ha : 

1 / senar, 1 / sen.r 
hi X AI ar+Tc 

* [ sen r sen — ,— \ •^ a sen^ sen ■—. — 

^ h ti ) h h 

• X X-\-TZ 

quindi, siccome in questi integrali j e —j — sono sempre infe- 

riori a - perchè 6< - , le quantità ta saranno sempre posi- 
tive, e si avrà : 

2sen^ r V 

^,< — / senrrrf.r < _^ 

A sen ^a ^q^ Asen-a ' 

donde .osservando che q-r^^ — ^i ® che i due integrali che com- 
pariscono nel secondo membro della (25) in valore assoluto sono 

2.7C 

entrambi inferiori a ^ , si otterrà subito la formola (23) 

nsen a 

e quindi anche la (24)'. 

Si può osservare che la formola (24) continua a sussi- 
stere anche quando a tende a zero al crescere indefinito di A, 
purché però al tempo stesso la quantità A sen^a , o A a^ cresca 
indefinitamente, o almeno tenda a zero anche &, e A a e il quo- 
ziente -T- cre3cano indefinitamente . 



18. Giova anche notare che dal processo di dimostrazione 
che abbiamo seguito apparisce chiaramente che quando per un 
dato valore di A si fa crescere b a partire da un multiplo di 

2ic i. V ^ 11- i. 1 r senhx 

-j- senza fargli superare ^^ 1 mtegrale I (W? viene sem- 

Ja 
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pre ad auuienUre, giaccliè le nuove quantità l, che cori à 
vengono ad aggiungere sono positive e T ultimo !nt«gnle è 

pure positivo. 

Del resto poi, considerando l'intcffrale / ^dx per J 

compreso fra e ;^ , se si osserverà clie aeu li-v si annulla can- 
giando segno nei punti ^ , ^ ,— ,..,. e si annulla potè 
per x^O , mentre fra e r è positivo, si concluderà sulnto 

che r intecrale stesso /„ c/j: fra e a ha i suoi au* 

" -'0 scD .r 2 

nirai nei punti 0, ,,,-,,.., e lia i suoi massimi nei posti 

, , -T- 1 -r-. ■ . ■ . ; e siccome per ciò che vedemmo la diflit- 

renza t, fra un valore minimo e il precedente è posìUvii, 
mentre si vedrebbe al modo stesso che la differenza fra tm 
valore massimo e il precedente è negativa , si può anche evi- 
dentemente affermare che por x f ra e ^ , qualunque aia il 



•^0 aens 



valore che ai considera di h, ì minimi dell'integrali 

col passare di J da a " vanno sempre crescendo, 
vanno sempre decrescendo, e col crescere di j^ a partire da qr 
multiplo di ' o di gl'integrale stesso va decrescendo o cre- 
scendo respettìvamente . Inoltre fra e -^ questi integrale ooo 

,- -, ■ . . f^'Biihx, 
e mai negativo e il suo niaasinio valore e / ax , e m 



J 
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conseguenza non supera mai n; giacché per la (1) si ha 
1^ /»^ sen hx' 

Asen hx , sen hx' Ih. hx' , . 

dx^= j- I dx =t: ;^,ovea: è un numero 




sen x sen x r sen x 

J ~~ir 

Tz sen il 
compreso fra e ; e siccome per y fra e tt la funzione 

è decrescente, è evidente che la quantità che moltiplica il tc è 
inferiore all'unità. 

19. Questi risultati conducono a dimostrare anche il se- 
guente : 

Teorema IH. Se h è un numero positivo che cresce inde^ 
finitamente con una legg^ qualunque, e b è un numero diverso 
da zero e positivo che anche se varia con h non supera 

mai e non si accosta a zero più di una quantità deter- 

minata , si avrà : 

•6 



rb 

(26) 1™ / sen hx ^ iz 



senr 2 

sen hx 
Consideriamo infatti l' integrale / -dx per tino qua- 



XsenA^ 
sena; 



lunque dei valori speciali che h può avere . 

Evidentemente indicando con h' il primo numero disparì 
uguale o superióre a A, e con a un numero diverso da zero ma 

inferiore a -r- e compreso fra e J, che può anche prendersi 

piccolo a piacer nostro, si potrà scrivere: 

J/»6 j^a rb 

sena? *^0 sen^ •^o sena? 

essendo 7 un numero positivo compreso fra e 2 . 
Ora sì ha: 
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/ senAxr, / seii(A' — y)-c . / senft'j? cosyo: 

/- ' ax= L- - - - dx= L ax — 

•^0 sen X •/Q sen x JO sen x 

Xa 
cos A xsen yx . 
^rfx, 
sen X 

e poiché la nota formola /];8)=/(0)+8f (9g) con 0<0<1 ci 
dà co8 7X=l — YXsenY|X, essendo 7^ un numero positivo infe- 
riore a 7, e quindi compreso anch'esso fra e 2, sarà: 

X^SQuhx I^Benh'x j^^x senh' x Ben'^^x 

senx ~Jq sena: J^ senx 

__^ r^cos A'x sen 7^: 
^'o sen 0? 

donde per la seconda delle (27), e per essere ( §. 16): 




dx — 
senx 

si deduce che : 



l sen hx _ ^ /sen /*.r , 

/ dx—'= I ~dx— 

Jq sena: ^ J^ sen x 





dx — 



/ , senfja: / se 

— f YX sen /* X dx — f ^cos hx- 

JO sena: JO s 



— - — dx. 
senx 

Ma evidentemente, essendo t e 7| inferiori a 2 , e essendo 

o . r . 7c . 1. senY,x sen^x • r • • o 

2a inferiore a ^- , 1 rapporti -^— , sono mfenon a 2 

2 '^^ senx senx 

in tutto il corso dell' integrazione , giacché, per 0<Cx<[a , 

dall'essere sen Y|X <^ sen 2x, e sen 2x = 2 sen x eoa x, si ha 

* - <'2cos.r<'2, ec; quindi sarà in valore assoluto: 
senx 



rtxaeah'x^?^^dx<4: fldx, <:ioè<2a^, /eoa h'x '-^^ dx <2a; 
Jq^ Beni ^ Jq Jq eeax 



dunque poiché la (23) ci dà anche: 



senx ' A' sen (1 



i: 



7''^<l 



h' 8en*a 
b~a , 



h aen^ a 
si conclude che in valore assoluto sarà: 



■ A seno 



I" H 
A sena 
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,6 
sen /[;' 



dx-| < 2oH2a ■ 



2|i.ì[ 
Aaeuu 



% sen-a 



JO 8en.r " 2 

ove 11 è tutt' al più egnale a 4; e questa, coH'oaBervare che il 
numero « può prenderai piccolo a piacer nostro , e poi dopo 
di averlo scelto si può far crescere h quanto si vuole, ci mo- 
stra appunto che: 

h 



lim PsenhXj 

" Jn senx 



qualunque sia il modo di crescere all'infinito dì h, e anche se 

b varia con h in modo però da non superare mai ^, e da non 

accostarsi a zero più di un numero determinato b' . 

20. Se poi 6 pur restando sempre diverso da zero e posi- 
tivo si accosta indefinitamente a zero al crescere indefinito di A, 
ma almeno da un certo valore h^ di h in poi il prodotto hh^ 
si mantiene sempre maggiore di un numero dato arbitrariamente 



grande u, allora si avrà ancora 



lim Psen hx 



rfjj=-^; giacché 



indicando con e un numero fisso ma piccolo a piacer nostro, 
e considerando i valori di h maggiori nello stesso tempo del 
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numero A^ e di quel numero hi pel qnale h^ è sempre snp^ 
riore a co, s'intende subito cbe nella fonnoU (28) pei valori dì 
k superiori a lif, e hi pei quali b sia inferiore o ugual? a E 
potremo prendere a^b, e per qnetli pei quali il b aia siip^ 
riore a s potremo prendere h=s, e così sì avrà, sempre in va- 
lore assoluto: 

(osen e (usen^ ' 

,. rb 

e quindi sarà ancora , / ^^^f^^j. ^ 

Del resto poi, quando b non ai accosta a zero più di vam 
quantità determinata, indicando con f{h) una quantità che 
cresce indefinitamente con k ma di ordine ìufsriore a quello di 

h, si potrà prendere a = y - -, e lo stesso potrà farai quan- 
do b tende a zero, purché vi tenda in modo ctie almeno da oa 
certo valore di A in poi non si abbia mai 6 <C V i~" ' 

talché in questi casi si avrà, sempre in valore assolato, a partire 
da un certo valore di h 



(29) 






aeahx 



■ o#J 



essendo q il valore del rapporto ■ 



+2y! 



28|u; a»» 



WD 



AJM 



per modo cbe a 



partire da un conveniente valore di A in poi potrà prenderli 
per quel uumero che piìi ci piace superiore a 1. 

In particolare prendendo ^C') = '''"% con j numero po- 
sitivo proaaiiiio quanto si vuole a ixxo, si avrii U formola: 



J 



po) 






BBD^j. 



2 gQt^it 

le ' l-lc 

/('^ h '^ 



+ h»-«' 



che viene così a Talere dopo che h sia maggiore di un certo 
nomerò, e quando b non si accosta a zero piii di un numero 
detcamùuato b', o accostandosi a zero indefinitamente finisce 

per restar sempre maggiore o uguale a ~r^ . 

Si può poi aggiungere che se A cresce indefinitamente per 
□umeri dispari , allora osserrando che: 

3t ff 11 

eeahx , \ senAx , 1 BenA:r n J aen Ax . 

ttenx I sena; I senj; 2 I seni' ' 

Jo J* J* 

3 il l. 

)reao 

A 

Jo 1 



r e applicando il lemma secondo sì trova che in valore assoluto, 
j per b compreso fra e „ si ha ]a formola più semplice: 



sen kx K 



i un multiplo esatto di - 



«va, e Bi può ] 



kaeub' 



k sen*i ' 






■b 

sen hx 



UL Stadio sngll integrali che sono atti 
a rappresentare analiticamente nna fanzione. 

21. Gli integrali che noi avremmo da considerare, ove 
Toleaaimo occuparci soltanto degli sviluppi in serie di Pourier, 
«rebbero quelli del §.6-, e come è facile a vedersi basterebbe 



Umitani » conaiderare i seguenti: 





con 0-<a<C6^^ . 

Volendo però attidiare anche altri sviluppi con un metodo 
uuiforme, noi osserveremo che le proprietà date sopra per gli 

'b rb 



integrali / senftJ ^^ / aen A.t 
•'O sen x ' •'a aen x 



dar ci mostrano che gli inte- 



gTftli (1) rientrano nella forma più generale / f{x) y(j; , h)dx, 



f' 



f{x)f{x., h)dx, ore o e ft sono numeri diversi da z 



> dello 



stesso s^no che almeno ordinariamente dovranno essere presi 
fra limiti determinati, e ;p(j" , A) è una funzione che per qual- 
siasi valore finito'di h è atta all' integrazione nell'intervallo nel 
quale si considera, e per J' diverso da zero si mantiene iìnita 
anche al crescere indefinito di h, ma in vicinanza del punto x^O, 
a destra o a sinistra secondochè a è positivo o negativo, prende 
anche valori tanto più ^andi quanto più è grande A, e oltre a 
ciò è tale che per gli indicati valori di a e 6 si ha 



(2) 



lim 






;r,ft)tir=0, 



lim 



i^' 



\x , h)dx=0[. 



essendo Q una quantità determinata e finita indipendente da 
e diversa da zero (*); e noi quindi, anziché prendere a studìi 



Q pi Caniioai ;(' . 1) cbe soddisfatio alle coaditiaoi qol ìadlcsto n 
e DN namaro tufloito, Fn «■■» alouna deUa piii umpllci bodo U ■esenti; 



I 



ilL-timo Mipporai pMìtivi. 



la Mconda 



pouai» 



piiua dalle quii a a t 



esinro qualunque pnrcbA par4 
gdai^ara alla coudlKlonl dei 
i. [ioaitivi. la funiigiiB K« . 1) 
tUìhmm di x^d) ■ d«8tM 



I 



«li (1), etodieremo gli integrali piìi generali 

r'' 

]fi)f{j: ,h)dx, I f{.r)ff(j: ,h)dx, ove f{x,h) è una funzione 

ft quale da principio noi supporremo soltanto che sia finita 
i all'integrazione fra i limiti degli integrali e soddisfi alle 
Boni (2), senza neppure richiedere, per ora, che a e 5 deb- 
Imsere dello stesso aegno, e che G, oltre essere determinata 
il e indipendente da a, debba essere anche diversa da zero. 
22. Con ciò noi troveremo dei teoremi generali che nel caso 
sBuhx 



s&no alle condizioni dei §§. 17, 18 e 19 si ridurranno a quelli 
che servono per gli sviluppi delle funzioni in serie trigonome- 
triche ; e questi teoremi { alcuni dei quali furono già dati dal 
mg, Du Bois-Reymoud (*) che primo ebbe l' idea di fare studi 
.eoiii generali), oltre a servire, come il aig. Du Bois-Reymond 
ha mostrato, a rappresentare analiticamente le funzioni per 
mezzo d'integrali definiti, ci condurranno anche a trovare, e 
con un metodo uniforme, infiniti sviluppi (in serie di funzioni 
speciali) per la rappresentazione analitica delle funzioni di una 
Tariahilo reale date arbitrariamente in dati intervalli . 

23. Ciò premesso, incominciamo dal dimostrare che: se la 
funzione f{A- , h) per valori comunque grandi di h e per x com- 
preso mll'intervallo finito (a, 6) si manliene sempre inferiore t« 
valore asBotuto a un mi/nero finito f^, e, oltre essere atta aU'in- 
te^ùzione fra a e b, per tutti i sistemi dì valori ài a' e b' 



tnsha olari ch'i croiooiio indeflniU mente 






h , iltrìmenti areadini 

b pnrcliA positivi e ilivursi da i*ro, sarebbe 



foneaiibllo «bc rinlcgrile / f{i , &) iLc (che eTldentoiociite paà [idats! iUb hodiiu 

'O 

iffi, eoa É nrhItniriBiaentc piccolo) avene un Unite 
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eomprtii fra a é b {a e b incl. ) soddisfa alia eoitdiaione 



(3) 



lim 



j f{-r)9{^, 



A)rfx=0 , 



tutte le voUe che fra a e b f[-r) è sempre finita e ntia aUa 
int'igrazione . 

SuppoDiamo infatti che l' intervallo [a , b) sia scoropoato 
in p intervalli 5, , S^, . . 5p coi punti a , x, ,'x, , . , j-,.^ , (. 
Indicando con f, un numero compreso Tra il lìmite sapcnon 
e inferiore di /t-r) fra .t,_, e x, , con D, l' oscillazione di f[x] 
in questo intervallo, e con 0, un numero compreso fra — 1 • I, 
per Is (2) del §. 9 si avrà : 

/ A^)<f(x , AHt = /; fflx , h)dx + ^„9.«J). , 
Jx,^^ Jx,_i 

e quindi sarà! 

(4) fK')f(.'',h)d:^2f- f il'. '>)<'' + ''f.jf.l>. . 

con compreso fra —1 e 1. 

Ora la somma £ S, D,, quando per p si prenda un nnmon 
sufBcientemente grande, ù numericamente inferiore a qaol Do- 



merò elle più ci piace -; e dopo di t 

fa 



e fissato cosi il nume- 
ro ;), e per quanto grande esso sia , si può prendere poi h 
così grande che anche al suo accrescerai ulteriormente ( con 
lasciar fermo il ^ ) gli integrali che figurano nella boi 



Ìf.f% 



'x,h)dx siano numericamente inferiori a 



>■?' 



\ il limite suparioro dei valori di f{T) fra-u e i; dnnqne eri- 
-""Tite al crescere indefinito di h il secondo membro dell» 
I finirà per divenire e restare poi 



A 
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inferiore a 2o, e questo permette appunto dì 

•fi 



lira f{.r)f[x. 



con che il teorema ù dimostrato. 
Osservazione. La formola (4) : 



h)dx = 



jrve anche a trovare un 

fi 

Knute auporiore dei valori assoluti di / f{^) 'f{x , h) dx , poiché 
•'a 



ci dà l'altra: 

vài, ass. / {{■>') (p(.T , h)dx < Xy vai. ass. ( tp( 
Ja l A,. 



f{x,h)dx < X^ vai. ass. / '({x , h)dx -\' tp^yò,!),; 



e di qui in particolare, nel caso di f{x , h) = — — -, ponendo 

per a e 6 (§§. 17, 18 e 19) le condizioni 0<Ca<J>K,^,eoBaei- 
latido che per la formola (23) del g. 17 sì ha: 



— 4x <1 ■■ ■ — — -j — ■ 



ri troverà la seguenti 
(5) »l.a.,.Jftt)'?! 
ODlla quale ;i è il 



A Ben 'a ' 



c /isenn Aaen^a sen a^ 

degli intervalli in cui bisognerà di- 



ridare V intervallo (« , fi) per far sì che la somma V 5, D, sia 

di <|i>«l grado dì piccolezza che più ci piace. 

24. Nella formola (3) non si ha alcuna limitazione né in 
A') M in ^(J,A), all'infuori di qnelle relative alla integrabilità 
fi f^,t\ di quello generali cui devono sempre soddisfare le 
fniBÌoai "^x , k) che abbiamo detto dì prendere in considera- 
liooa in questi studii . 



A questa forinola poi , quai 
giungere la seguente: 



) per es. b>0, m prA tf- 



(6) 



„ fm -ri^ , h)dr = /t+0) ^'™^ Jf(,r . A)rf^. 



cbe a causa del teorema del §. 10 nel caso particoUn H 
^(.r,A)^ ->eO<;6<^ si riduco all'altra : 

A=« Jq'^ sena; 2'^^ ■* ' 

cb« è quella clie serve ^li sviluppi in serie di Fourier; perii 
per la validità della forinola (0) , oltre a richiederai, come è 
ben naturale, die f[-^0) abhia un sìgnìfìcato, bisogna pcwm 
negli intorni del punto a destra alcune limitazioni per la ftuf 
zione f[-T), a meno clie non si pongano per tf(j;. A) «Itte con- 
dizioni speciali oltre a quello generali indicate sopra. 

Indicando infatti con e un numero fisso diverso da zero p 
positivo ma piccolo a piacer nostro, sì ha: 

+«+0) j t(» , h)dx+j I rtx)-«4 0) 1 f(i . *) ir j 

e siccome pel teorema precedente l'ultimo integrale ha por limite 
sero ni vede subito cbe, onde sussìsta la formola precedrate, 

basterà che aia ^jli^ / \f{x)-f{J^Q)\,f{x,h)dx=0, quando e 

è piccolo A piacer nostro. 

Om, te G è preso in modo che per ogni valore di s 
« « ( al {tiù caci. ) si abbia in valore asaolttto 



^ 



f{^) — /t+O) "^C «) o'* a ft nn mimerò positivo arbitraria- 
mente piccolo, si vede subito che il valore assoluto dell'integrale 



j[' 






\f{x)—f{-{-0)\'^x,h)dx à minore dell'altro al tpf{x,k)dx. 



ore cp,(x , A] è la funzione dei valori assoluti di f(x,h) fr» e ì; 
quindi si può enunciare col sìg. Du Bois-Rejmond il teorema 
che dice che; se la futiaricite ^(.'^.A) olire a soddisfare alle solite 
eoudirhm generali poste in fine del g. :^i, toddisfa anche alVaUra 



eh» Pinttgrale f if,(,x,h)dx della funzione fi{x,h) dei suoi miiori 

asatHuti esteso a un intomo {0,s) a destra del punto resti setnpre 
inferiore a un numero finito anche al creseert indefinito di k, 
batterà rhe la funzione /t-j) resti finita e aita all'integrazione 
fra e 6 e che /t+0) abbia un significato per poter dire che sia: 






\\m ì f{x) ^{x , A)djr =rt+0) lim / ^x , A)ii' 






Si ha cosi un teorema che non pone limitazioni per la fun- 
zione f{x) nelV intorno a destra dal punto 0, ma esso le pone 
per la funzione 'f(j' , A); nò all' infuori di questo si hanno altri 
teoremi 'che conservino tale generalità a f{x). 

La condizione però che si ha per Y(r,A) in questo teore- 
niBi per quanto lasci al teoroma stesso una importanza e una 
ntìlità grandissime, fa si che esso non tomi utile altro che per 
certi sviluppi in serie della funzione f{r) fra i quali non si 
troTa lo sviluppo di Fourier, perchè per quest'ultimo sviluppo 



dovrebbe e 



3 f(..,A)=- 



n/ij- 



quindi, 



i pifi esigere che 



non debbano esservi limitazioni in f{x) netrìntomo a destra 
^I punto , noi , passeremo ora a studiare 1' integrale 



(/(i) — /t+0)j f[x ,h)dx per trovare dei casi in cui la 



r- 



. (6) snasiste rigorosamente anche quando non si pongano 
Gmitwioni nella funzione i^x , A), o almeno con limitazioni che 




non escludano 1* ipotesi ^-c , h) = 

sa resti applicabile al caso degli 

e di altri sviluppi che noi Togliamo qui considerare. 

E oEserviamo che quando si sarà trovato nn nomerò ^ 

non inferiore al valore assoluto di / jA*)~/t+0)i T('.*)^. 

del valore 

T«1.M». A+0) j / tC"! . '0 ite — lim / <f<i , 4)rfj-), 



ai avrà un lìmite superiore anche del valore assolato ddla 

differenza I /tx) ^3:, A)d.r — /i:4-0)j^^ j if{x,k)dx, potcbà 

evidentemente sarà: 
rb 



(7) vai, 

+ 



■,/tyx <o»-)- 



-)- vai, ass. I 



a&ahx 



e così net caso particolare di f{x , A) = 
del §. 19. e per la (5) del §. 23. si avrà : 

(8) ™,....(jr^.,)'^_?rt+o,{<9.4 



+/•.. 2.M-2.+- 



81 



h sene Asen'sy 



hseas 



Asen'e ma 



1 l" 



oaendo i il numero piccolo a piacer nostro che abbiamo pnao 
•opra, f^ il valore assoluto di A~t-0), e Xg il limite superio- 
re dd valori assoluti di ^.1) — f{-\-0) pei valori di r fra Dei 
e pel quale pah prentlersi anche il numero uguale o nui^or« 
Ol, e p infine essendo il numero degli ìnter^-alli 5, in coi bi* 



J 



£ 



sogna dividere l'ìnteirallo (e, 6) o Y interTftllo totale (0,i) per 

P 
Etra in modo che la somma corrispondente ^ S,D, venga mi- 

1 
nore di quel namero che più ci piace. 

25. Ciò premesso, prendiamo dunque a studiare T integrale 

\A^)—A-\-^)\¥.-^^'')'^^^ o^s /l^) fra e E è sempre finita 

« atta air integrazione, /(-j-0) ha an significato, e fix,h) sod- 
disfa alle solite condizioni generali poste in fine del §. 21; e con 
qneste ipotesi troviamo dei casi in cui questo integrale ha per 
limite zero per /i=oo dando al tempo stesso caso per caso un 
valore pel numero indicato ora con 9* . 

Il primo di questi casi sarà quello che corrisponde alle 
fnoziom f[x) che nell'intorno (0 , e) del punto a destra sod- 
disfano alla condizione che diremo di Dirichlet; quella cioè di 
ST«re nn numero finito q di massimi e minimi fra e i, o me- 
glio di potersi scomporre l' intervallo (0 , e) in un numero fini- 
to j d'intervalli .in ciascuno dei quah la funzione f[x) Tarii 
sempre in un senso o resti costante. 

In questo caso infatti indicando con p(x) la {nozione 
{{x) — /(-f 0) , con {0 , E,} , (e, , ej) , (e,_, ,e) i q intervalli nei 
qnali supponiamo scomporsi l' intervallo (0 , e) per la funzio- 
ne f[x) e quindi anche per la r>(x), e con t, , t^ , . , tj dei 
nomeri determinati compresi in questi intervalli respetti vamen- 
le, hasta applicare a ciascun intervallo (ìi,ìi+i) la formola (3) 
del §. 9. per ottenere subito: 

lf(.r,;Oi.n + 



fi rt-')-«+0) I <F(.t, »M.r =f (s, -0) A'(.r 



+ K'i+o) ; 



+ K«,-,+0) 




lf(.v.li)d.r, 



ove p (e, — 0) , p(e,+0) .... hanno certamente un significato 
perchè j>(j-) fra e ì ha un nimiero finito di oacillazioni; quindi 
ae supponiamo che per .v compresa fra e e (0 al più esci.) à 
abbia sempre f^x) — /l[+0)<Co, e oltre a ciò poniamo la con- 



dizione che l'integrale 



fx 



hyìx per ogni ralore di j com- 



preso fra e e e qualunque sia h resti sempre mmiericamente 
inferiore a un numero finito A, basterà osservare in genentt 



•/a -^0 ^0 ' 



per concludere subito che : 



vai. Rss. 



Jo 



■rt+0)ì<F(x,*K*<(<!?-2)A.; 



e questo ci perinette intanto di dire che , la formnla (6) 
, siate sempre quando fra e ò la funeione f{x) è atta alk 
, integrazione, e nell'intorno (0,s) del punto a destra, t»m 
, fìt soltanto un numero finito di oscillazioni, e la funziow 
■ ?( '^ 1 f>) è tale che, oltre a soddisfare ali» solite condisicmi 

rx 
t generali, soddisfa anche a quella che l'integrale I f{x^h')it 

, pei valori di X fra e E e qualunque sia h si mantieoe sent* 
, pre numericamente inferiore a un numero finito A ,. 

Si può poi aggiungere che in questo caso si ht 

0»<;(4j — 2)A5; e se f{x,h)^ -, osservando che allora U 

condizione posta qui per TC-r./i) è soddisfatta (§.18), e pai) 
prendersi A=^, ai potrà senz'altro asserire che quando f{T) tn 
e e fa soltanto un numero finito q di oscillazioni, oltrs ad 



aversi per 0<;ft< 
n lu altnel per la (8) 



_ .sen/ia- 

fìx) = 

fQ* aeax 



-A+0), e 0.<(45-2)iw, 



QBè,^ 




(9) T»l. a,,, j^«.r)^i^_ ^/|;+0)j<(45_2):,a+ 

26, Se poi la funzione f{x) fra e e ha un nomerò infinito 
di massimi e miniini, ma è sempre continua e viene a perderà 
tutti questi massimi e minimi coll'aggiungervi una funzione dì 
primo grado iw-|-v, o più semplicemente [ir, allora la for- 
Bola (6) continuerà ancora a sussistere sotto le stesse condi- 
Klatiramente a f{x , h); e siccome sarà : 




■f{Jr^\dx= 



-.fm-. 



6*;^2A(a+i>.6)+2AitE<4A(a+itó), e nella formola 
itera BOstituire 4;c(<i+ij.è.) al termine (4 q — 2)^3 . 

Supponendo ora che \% funzione rp(x , h) sia tale che 

»tto a; (p(j; , h) anche al crescere indefinito di A ai man- 
iaferiore a un numero finito A,, ciò che non esclude 

r ipotesi ^[x , A)= poiché basta allora supporre v > 1 , 



che : 






A^ O-A+O) 



c^if (i , A)dj.-, 



• ai oonduderà quindi che la formola (6) sussisterà sempre 

qouido fra e E il prodotto x <f(^x , h) col crescere indefinito 
di h non soperi mai un numero finito A,, e col tendere di x a 

non cresca indefinitamente, o se 



tero il rapporto 



/t')-fl.+0) 



cresce indefinitamente resti atto alP integrazione anche ridotto 
ai valori assolati, come per es. accade quando non è di ordina 
soperiore a qaello di una delle funzioni: 




nella prima delle quali |». è positivo e minore d'uno, e wffle 
altre [l è seiupliceniente diverso da zero e positivo , 

In particolare dunque , la formola (G) sussisterà se il 

„ prodotto -rf(j^,/i) per -r fra e e non supera mai un numero 

finito A, e se, considerando /(-f) come continua nel ponto 

^■=0 a uguale a /t+0), il suo rapporto incrementale destro 



K-')-A+0) 



-noQ cresce indefinitamente al tendere a zen di 



X, o almeno se crescendo indefinitamente resta atto all'intc* 
grazìone anche ridotto ai suoi valori assoluti .. E supposto il 
senAj; 



solito in particoli 



periore a quello di 



che si abbia ^(x , h) ^ , e d* 

'^ senJ 

t: = -}- di ordine ut- 
aaxir. 



divenga infinito per 
1 



''^X: 



lxPx...ifxf+f' 



iixi'i...(r'i)i+i' 



• <- 



ovvero; 

1 

almeno per s sufficientemente piccolo, e sostituendo nella fi) 
si avrà un limite superiore del valore assoluto della dìfiereu* 

28. Supposto che et, , oj . . . a.., siano i piuiti di mi*- 

nmo successivi dellMntegrale f f(x,h)dx per x oomptW> 

■ 
frtOc<(0'fli esci. )> o siano Ì punti di mìnimo, e qtwtti 
Talari musimi o mimmi dell' integrale eiano tutti dello «toM 
MgDO, 8 non vadano mai crescendo o non vadano mai dea*- 



«centTo in valore assoluto (^ e supposto sempre die tra e a 
si abbia in valore assoluto f{x) — f{-\-^)<i<i, le formole d«4 

%. 10. applicate all'integrale / j AO^A + ^i fC^ ,h)dx cì 

mostrano che l' integrale stesso sarà nnmericaiueDte iureriore 

f,{jr.;()''-i"+ 2 D. / ^,(j; , y^ti^, anclie a: 

indicADdo con ?, (-c,A) la funzione dei valori assoluti dì 'f{x,h), 
Mm D, l' osci Unzione di f[x) negli intervalli (a(,ci:,v|), e con A 
OD nomerò finito di cui si suppone che siano sempre inferiori i 

valori assoluti dell'integrale 



J' f{xjt)dx pei valori di x fra e s 




e per qualsiasi valore finito di h. 

Ma supponendo ptr es. che a: [,0^,. .,«»_! siano i punti di 

massimo dell'integrale / f{x,h)dx, e indicando in generale con 

Jo 

a, il punto di minimo fra «i e a.^^, si osservi che f{x,h) da 
Et, A a.', non sarà mai positiva e da a, a e:i,[ non sarà mai 
n^^tiva, o almeno i valori positivi che prendesse nel primo 
intervallo e i negativi che prendesse nel secondo non avranno 
ifiiteuza snll' integrale, e quindi sarà: 

Ja, Jet, -'et , 




saranno i punti di 



'I Si iD|.iion» iompr» n 
itìott mUi di A ibi 



studi che fri e I l' Integrili 
ib un Duniero linilg aiDUisinii 



dell' integrale 



min' RI i . 



X' 



tf{x , /,} d X 



, sarà, il punto dì massimo fra a. e «,.,, 






questa formola sussisterà ancora quando si cangino soltanto i 
segni degli integrali del secondo membro. 

Si dedurrà da ciò che nella espressione (a) gli integrali 

saranno semitre numericamente inferiori a4À; 

e propriamente potrebbe ancbe dirsi che il secondo di essi non 
supererà mai 3 A, e non aupererìi neppure A quando l'integrale 

'X 

I ^{x ,h) dx fra e «i sanerà sempre nello stesso senso; talché 

7o 

intanto può dirsi che i primi due termini della espressione (a) 
sono inferiori a 10 A a, e l'ultimo è inferiore a 4 SD,. 

Di qui risulterebbe subito un altro caso di validità della 
formola (6); ma ora, riservandoci di toruarvi sopra fra breve, 
studieremo in altro modo l'ultimo termine della espressione {a}. 

Osserveremo perciò che aggiungendo l'ipotesi che il prodot- 
to iC(f(J,fi) per qualsiasi valore di /i e di x resti sempre numerica- 
mente inferiore a un certo numero finito B, e indicando con D» la 
massima oscillazione di f{x) negli intervalli (a„a„,) si vede subito 

,'^dx 
che l'ultimo termine della [a) è inferiore - " '^ 



--r- 



BD*Iog£ — BDuloga,; talché ammettendo che f{x) sia continua fra 
e e (0 al più esci.), e ammettendo auche che i punti a,, !;(„.,,«,,_, 
si avvicinino fra loro indefinitamente col crescere di A in modo 
che le loro distanze aj^i — a, finiscano per essere minori di quel 
numero che più ci piace, ma tali però da essere sempre dello 
stesso ordine di piccolezza di a, (*), si vede chiaro che a partire da 

uà certo valore di A in poi l'integrale / | A-^)— /l+O) j?(^,A)tir 
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sarà oamerìannente inferiore a quel numero che più ci piace 
tutte le Tolte che il prodotto D«log(3E««| — at») potrà rendersi 
piccolo a piacere: dunque, osservando anche che £ può supporli 
piccolo quanto si Tuole, si potrà ora endentemente asserin? 



-^0 



che , se r int^rale f z{r .h)d x e il prodotto x z{x « k) si 

a mantengono sempre numericamente inferiori a numeri finiti 
, A e B, e lo stesso integrale nei suoi punti di massimo (o di 
9 minimo) 94,02 ,.., 9«-^ fra e s ha sempre lo stesso segno e non 
a Tà mai crescendo o non Tà mai decrescendo, e questi punti si av- 
9 vicinano indefinitamente al crescere di A, ma in modo però che 
9 le differenze %g^^ — s« si mantengano sempre delFordine di pie- 
t colezzadi oli, allora laformola (6) sarà applicabile, e si avrà: 

0»<10Ao + BD»log£ + Btj|, 

, tutte le Tolte che nei punti di un intorno a destra del punto 
» zero ( al più esci. ) la funzione f[x) è sempre continua^ e 
I oltre a ciò è tale che per ogni numero comunque piccolo a| 
, sì può trovare un intomo (0 , s) dotato della proprietà che 
t in ogni intervallo 8 preso in esso, il prodotto D^logS del- 
9 Voscillazione D^ della funzione moltiplicata per il logaritmo 
9 log 8 dell'intervallo 8 corrispondente sia sempre minore di 
» <3|«. [S'intende che nel calcolo delle oscillazioni D^ relative 
agli iutervalli 8 che terminano al punto zero si dovrà prende- 
re ([-{-O) come valore della funzione in questo punto ] . 

sen A X 
In particolare dunque se p(jr , A) = , le condizio- 
ni poste per ^{x j A) saranno soddisfatte , e si potrà prendere 
^=**s,B=l+6; quindi si può dire che , si avrà; 

• tutte le volte che negli intorni a destra del punto zero (0 al 

• più esci. ) la funzione f{x) è continua, e per ogni numero 

• ^^omunque piccolo a^ esiste un intorno (0 , e) tale che in ogni 
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, intervallo ^ preso in esso sì abbia in ralore aasoIuU 
• Dfl* 1*^8 ^ *C "i I essendo Dj. V oacillazione dì ^.r) neiriot»' 
, vallo fi , . In questo caso poi si potrà scriver*: 

6» < 10^3 + 2(1+0-1,, 
e con questo valore di Ojt la (8) ci darà un lìmite superiore 



valore assolato della differenza 






, ^sen hx , 

x) dx— 

sen j; 



rt+O). 



Questo risultato pel caso di ^(x , h) -- 



sen A-"»; 



pi<òdimd(r 



Tuto a Lipscliitz (*) ; e si in questo caso particolare, die in 
generale di f{x , /i) qualunque, esso non rientra sempre in quello 
del §. precedente perchè, bastando nel caso attuale che si «Mit 
D j log 5 <I 0, , potrà anche darsi che questa condizione sia sod- 



disfatta, 



! il rapporto ; sia infinito d'ordine si 



o uguale a quello di una delle funzioni - ^ - , ~ - ^ g - , .. 

29. Come accennammo nel paragrafo precedente, avendo iti 
dimostrato che l'espressione {a) è inferiore a IO A ■3+4 A SD», 
avremmo senz'altro potuto concludere che , la fomiola (lì) è «f 
. plicabile alla funzione f\r) quando per ogni numero comunque 
, piccolo ^1 si può trovare un intorno (0 , s) del punto ieri) s 
, destra dotato della proprietà che anche scomponendolo in in- 
, ttìrvalli piccoli a piacere 5, , fij , . . , Sp la somma 1 D, dellf 
, oscillazioni corrispondenti D, è sempre inferiore a o,; (coDte 
, avviene per es. se in ogni iuterrallo ^ preso fra e e n lia 
a D(f <; c3 , con e sempre inferiore a un certo numero finito) „ 
(Uova peri^ dimostrare iu altro modo questo teorema, perchi 
allora non si hanno per ^(■e , h) tutte le condirioni post« ù 
principio del paragrafo precedenti;, ma basta che, oltre alle 
Kolitn condizioni generali, sìa posta l'altra che si ha in \xiià'\ 



Illa ennilliion* "j'«^'C°,, 4- 
Wn qualnnquo (Itercbàrll loiito. j^ 




ricamente inferiore ad A. 

Indichiamo perciò con f,(j:) la dìffereaza f{x) — {[,-\-^), e 
con a, , eli 1 . . , a„_, i punti Bucceàsivi Jì maasiiuo o di minimo 

rx 
dell' integrale / ^{x ,h)dx fra e a (0 e £ eacl.) per ts. quelli 

di massimo . Si avrà: 

(») /"''«-tì-A+o); fi' , nyii -(/+/+•■■+/' Y'^if'-' ''''•^' 

I e He ^ è il punto di minimo fra a, e K,4,, la funzione f (a;, A), al- 
l'infuori tutt'al piìi di una funzione d'integrale nullo, fra a. e p, è 
sempre negativa, e fra ^( e a,^.^ è sempre positiva, e quindi avremo: 

/*«.*, rP. /-«.., 

( p(x>p(x,ft)dx^), / >f{x,h)dx-\-^ , f y(j: , A) d-c = 

[ essendo p* e p't numeri compresi fra i limiti inferiori e supe- 
riori di ^(x) negli intervalli (!>i,^i) t (?i , ct,^)); e una formola 
anali^a si avrà per gli integrali da a a, e da Oh-i a s. 
Sostituendo ora nella espressione precedente (6), il secondo 

membro si ridurrà a una somma di prodotti fp i_,— p.) ( ^{x,h)dj:, 

n, 

e (p, — f/,) ( !f(j; , A) d .r, e di più vi sarà un termine che sarà 

il prodotto di p,^, op'rt-, per 1' integrale / ■:f{x,h)dx; dunque, 

poiché le differenze p',-, — p, o p, — p', non superano le oscilla- 
zioni che si hanno da a ^, , da ^i a ^ , . . , o da a a, , 
da a| a Oj,,.., si vede chiaro che, se fra e e si ha f[x) — /(+0Xo, 



^<AC' + 2^,), eq^rt 



iimnfi-n il teormut. 

30, S^jpienao il processo del § 2S è (adW trovire 

cmì lìi validità della fonooU (6), 

H'imniajìini [wreift scomposta U fniaione /Hj) — /T-f-O) ni 
j.rodolt« «(j^)?(J-) delle due funzioni a(j-), gf^), per modo cbrii 

[.rimo membro della (6) si ridaca airiotegrale / a(r)X^WrJiUr 

Jq 
e per qunnto Ìii questo integrale il prodotto «Cj-)p(r) tendoil 
zero ron x, studiamolo dapprima indipendentemente da quoti 
condizioni. 

Supponiamo perciò che a, , »j , . . , cr,_, siano i punii £ 

1' integrale / ^x})is 



tuasnimo o quelli di 



successivi dell' i 



compreici fra e » (0 e s esci. )i e per caso come per «(/«M 
"i»"o soddisfatte le varie condiaionì del teorema del 8. *^ 



debbano 



tranne tult' al più quella che ì rapporti — i-_?? 

stnrp sempre discosti da tero più di nn certo numero 
Per le formule del g. IO, avremo: 






ove S è un nnmPTo ewinpreso fi» — lei, Dèi uacuas 
di b(z)?(j) fra e e, *- t;» r a vaine cke ha viz'^x), « 
gli si attriboisce, nel ponto r-^O- _ 

Or», poiché il prinift iutejrnOe »■ mdemtemciil« iafaior* •! 

r> /^,(j^)rfj-. nient» il «ww^ *^ »*««« • M f.('.*>^l 
o^ p. è il limit* «ii*n<i« d« «tari ««olati di ^x)?(»> *»/ 
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a a. si Tede sabito come al §. 2H. che gì* integrali stessi sono 
inferiori a 3 A D, e 4 Ajj. respottivamente , 

Rispetto poi alt' integrale che figura sotto il segoo V si 
pnò osservare che si ha; 

«W KO - '(«.) KP.)- i <') - «(».) I K'Ì+'M ! K')-m.) ! , 

e se PCj") fra a, e e è finita e continua e Xg è il suo estremo 

oscillatorio, siccome si potrà anche scrivere (m. /. g. 198) 
PC-^)— P (W = (-^— W- . ove ).. è un numero compreso fra 
i limiti inferiori e superiori di X^ uell'intervallo {%,, J'), si avrà: 



/ \<- 
'a. 



4(T)p(jO-«K)K^Oi'f(- 



+2 1 «(«.)>•. (■i'-5'.)¥{-=,'')dx. 



Ora, se ]B(.r) fra o ; è sempre finita e il limite superiore dei 
suoi valori assoluti è p', e la funzione a(.r) non è mai decre- 
scente o non è mai crescente, T int^ale 

/ !«(■'■')—«(«>)! P(-'^)?('^. /i)'^''^ non supererà in valore assoluto 

quello della quantità p' jo{')!,+,') — a(a.)j / fpi(_x,h)dx, )a quale 

per quanto si vide al g. 28 non supera 4 A p '[«(a,,,)— a(a,),; 
dunque la somma di questi integrali non supererà, in va- 
lore assoluto, quello della quantità 4 A |3'] a(s) ^ a(a,) [, e 
qnindi , per e sufficientemente piccolo , essa sarà piccola a 
piacere , 

Passando ora agli integrali / a.(^.)'k,{x^-ty.,)-f{x ,h)d,r, col- 
l' ammettere ohe fuori del punto zero X sia sempre finito, osser- 
viamo che ae a(.r) è sempre positiva fra e e, e X", è il limite 
superiore dei valori assoluti di X fra a, e «,+,, gli stessi in- 




. ,■ . , . , . «(«.1 >-".(a"i — ''.)*B 
tegraii sono numencaniente inferiori a -;- — , e 

quindi la loro Bomma sarà inferiore in valore assoluto a 
«^«(a,)*.», a, f ^^-! "')['-)i ove B è lui numero posi- 
tivo di cni è sempre numericamente inferiore i! prodotto 

Ma, per le ipotesi fatte sui numeri a, , «j , . . . Om—i i i 
sono tutti inferiori al numero fluito p, quindi 



rapporti - 

la stessa somma sarà inferiore a 

questo evidentemente ci mostr* che se il prodotto aC«") '•''» «■ 
supererà mai un certo numero finito 0, e la somma 



¥2«w^'.'.(^J.' 



m 



anche al crescere indefinito di h si manterrà inferiore 
a un riamerò finito k [ come avviene per es. nel caso di 
f{x , A) = — — , perchè allora sì ha a, = (2 a — 1 ) »t ] i 

la somma degli ìntegrah I a{a.,)\,(x — a,) f{x ,h)dx sark na- 

, . , . BGp\/ai,\i BCAp» 

mencamente mferiore a — ^ — J^l - I , o a - — „ — . 

Ma è chiaro che se vi saranno degli intervalli (a, , a,+| ) nei 
quali X non diviene effettivamente ugnale in valore assoluto 

a X",, indicando con X', un valore che sia fra i valori assoluti 
che vengono effettivamente presi da Xp nell'intervallo indicato 

si avrà: 

+ "1 2(":)v..)(x'.-x' )=,., 

e evidentemente si potrà supporre X', talmente vicino a X' 
ch't il secondo termiue del socondo membro sia sempre dì 



I 
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quel grado dì piccolezza che più ci piace indipendentemente da 
A; danque, poiché se £« è il valore di x fra a. e a.^| pel quale 
X == ± X', , e se a(i35) da a s è positiva e non è decrescente, si 

ha a(a,^a, < a(Sa) $« , e a (a,) X', a, <a(S«) X', ig , si ^)uò affermare 
che, sotto le varie ipotesi clie abbiamo fatto, basterà^che il pro- 
dotto a(j:) X X col tendere a zero di x non superi mai in valore 

issoluto il numero C per poter dire che la somma degli integrali 






a(7,) X, {x — a,) z{x , k) dx sarà sempre numericamente infe- 
riore a — o" ' ^ ^° valore assoluto si avrà: 



(10) a(:r)p(.r)?(^;,;i)rf^<4S D+ti^+p'[a(£)-a(+0)] A^ 



BCA;) 



2 



Se poi a(j?) da a e, essendo ancora positiva, non sarà 
crescente, la quantità «(-j-O) non sarà certo uguale a zero a 
meno che non fosse sempre a(a:)=0, il che è da escludersi; e 
quindi se s è preso sufficientemente piccolo, a{x) fra e s, oltre 
essere positiva, sarà sempre diversa da zero. Ma allora si avrà: 

<«*) '^. ». < ^^ <i.) X'. i. <^^ «(W X'. «. , e quindi quando 

sia soddisfatta la condizione precedente relativa al prodotto 
^^) ^ ^o ^^ avranno ancora gli stessi risultati che sopra, salvo 

» sostituire nella foimola precedente a a(e) — «(+0) il suo 

valore assoluto , e a C il prodotto C "T ; dunque , poiché 

evidentemente nel caso di a{x) negativo basta considerare T in- 



tegrale 



^0 



;) p(.'r) dx per ricadere subito nel caso prece- 



^fe, riassumendo si potrà ora affermare che: « quando la 
t fonzione ^{x , h) soddisfa a tutte le condizioni poste nel 
t putgrafo precedente ed è tale altresì che , se oi^ , a^ ••* <V-i 



i punti di massimo successivi deirintefjmli 



Jiì 



fra e s, .o sono i punti ili mimmo, i rapporti 

restino sempre inferiori a nn certo numero finito p, e ìà 

Bonima ':'("■) anche al crescere imlefinito di A aì mant«ogi 

sempre inferiore a un numero puro finito k; allora se fra Oti 
a(j;) è «na funzione sempre finita e senza oscillazioni, e p(jrl 



è anch'essa finita, 



ita, l'integrale / i 
•'0 



iÌT)fi{x)'f(x,h)(lx potrà non 

avere un limite determinato al crescere indefinito dì A, mft 
non supererà mai in valore assohito nn numero finito tutt* le 
volte che fra e e (0 al più esci.) Pf-i) è continua e h» un «tre- 
mo oscillatorio X sempre finito e tale che il prodotto a[ff)jrX- 

n«n supera in valore assoluto un certo numero finito C; e in 
questo caso si avrà la formola (10) nella quali* perf>. se 3(j:] non 
è crescente in valore assoluto da a e, a C deve sostitutn 

C --;t— . e s'intende sempre che per a(s) — «(-(-O) debkv* 
a(i) 

prendersi il valore assoluto di questa differenza . . 

Sì può inoltre aggiungere chi' la condizione relatii^^ 



alla somma 



nel caso di af.c.A) = "-'"-"-, le differente a*,,- 

dello stess' ordine di piccolezza di a, , per modo cioè che 

rapporti —- ', oltre a restar sempre inferiori a un namcT 

finito /', non si accostano a zero piìi di un certo numero q; pel 
che allora, ponendo -- ^= q,, le dìttcrenze 7.4, — 3, = -*' — - 
non saranno mai inferiori n 7, e siccome si ha por (>1 : 



I sempre soddisfatta quando , con 
sen A^ 



5(S)' 



sarà: 

/Ti V«./ 7 <Z/ 



e in particolare sì avrùV 
si vede anche che Ì 
può sostituirsi 1 + 



(^T-+^©' 



quello caso nelli 
'I 



forinole precedenti a k 



31. In particolare poi ai può dire che , ae 
» m = /Ì+O) + «( ' ) PW, e /t^) è atta alla integrazione fra 
, e e come •'Hiipre abbiamo supposto, la formola (6) sarà np- 
, plicabile tutte le yolte die la fnnzioue 'f(.r , k) soddisfa alle 
, condizioni del paragrafo precedente e al tempo stesso «(.r) 
, fra e E è finita e non fa oscillazioni, e fS{.T) è pur sempre fi- 
, nita, e in ogni intervallo fra e s che nou termina al punto zero 
■ è anche continua e ha un estremo oscillatorio X tale che it 

« prodotto «(.'■) J' ). Ila per limite zuro per .r^-j-0; e iu questo 

, caao se fra e i si ha f{x) — /(-f-0) < o, e a(.r) x X < a, , 

, si potrà anche scrivere ; 

'/w-rt+o|i>(''.«)'i»<2;5o+2r[«(»)-«(+onJA +j',-f », 

, ove /^„=1, o ^ "T. nei casi indicati sopra ,. 

j E quando a{r} sia continua fra e ^ ma abbia un numero 

ìnfìuito di oscillazioni, allora ^ 'f^-c , h) soddisfarà sempre alle 



J' 



condizioni precedenti e il prodotto a(_-r)xi-^ avrà per limite 

zero per x^+O, la forinola (6) continuerà ancora a susd^tere, 
porche anche il prodotto x- }., abbin per limite aero per 

? 
x=-{'0, e ci(j) perda tutti i massimi e rainimi coll'a^ 
gerri una conreniente fanzione di primo grado. 

È degno di nota che sotto questa forma generale Ìl 
rema ora enunciato non richiede l'eststenzH delta derivata di 
funzione fl-r) fra e e, e neppure suppone la sua coiitinuil 
fuori del punto 0, perchè a(x) può essere anche discontmaa. 
Se poi si suppone in particolare che «(x si riduca all' unità e 
che /\.r) fra e s (0 «1 più esci.) abbia una derivata determi- 
nata e finita, la condizione precedente relativa a) prodot 
a(j;)xX si riduce all'altra che la funzione -r f'{^) abbia 

limite zero per x= -f i}'; e anche cosi resta sempre este 
quella condizione data dal Du Bois-Reymond nel Voi. 79 d 
Giornale di Borcliardt per la qnale ai richiade che la derivai 
f'{x) sia atta alla integrazione anche ridotta ai valori assolun 

AggiungÌHino che nel paragrafo seguente ci occuperei 
del caso in cui il prodotto if(x), o l'altro pift genera 
v-lx) XK non hanno per limitn zero per .'.-f^^Of 

tanto è da osservare che se f(r) ha la forma precedentad 
e questi prodotti non superano mai un numero finito, 
teorema del §. 30 non ci assicura che la formola (6) < 
tinnì ad essere applicabile, ma ci permetti- però ancora 
dire che al crescere imlefinito di A l'integrale 



1 



£' 



ìf\x) — fl-\-0)\f{x,h)dx non supererà mai 



un certo numero fi 



to; e se a(.c) ^x)='x{t) cos ^{t), basterà che a(.r).r'}>'{j:) abbia p 
limite zero perx^-^-0 onde altrettanto accada per /i-=oo del* 



l'integrale / a(x) eo8'}i(x) !p(x , h)dj:; mentre s 

./o 



tende a zero con -t 



; sempre inferiore a un 



i(,r)x'[,'(.r) noiij 

finita 



fe 
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ì / a'x 



tegrale / a' x)co9f^{x)ff {x^h)dx potrà non avere per limite 



i 



ne una quantità determinata , ma oscillerà soltanto fra 
iti finiti. In ciò sono compresi alcuni dei risultati ottenuti 

i* altra via e soltanto pel caso speciale di ^{x , A) = 

sen X 

\ sig. Du Bois-Reymond nella sua memoria Untersuchungen 

cr die Cofivergenz und Divergenz der Fourierschen Darstel- 

liyS'formeln ( Abhandl. der k. hayer Akad. der W. IL CI. 

i/. Bd. IL Abth. ) . 

Si deve poi notare che nel caso particolare di ^{x , h) = 

D A JE 

, le condizioni poste sopra per ^{x ,A) sono tutte sod- 
isfatte , e potendo prendere A = x , B = 1 -fé , p= 2, 9=2, 

3 
=z, se a(a?)P(j) tende a zero con x^ e per a; fra e e si 

ft «(or) P(a7)<[o, si potrà scrivere: 

<*) P(*) ■StT'^-^ ^ 2 j 5.+2p'[a(6)-a(+0)] j ^ + 3(l+s) C , 
\ sen •*/ 

Jto a sostituire a a(s) — a(-| -0) il suo valore assoluto, e a 

' il prodotto C — , \~ "6Ì casi indicati sopra . 

a(e) 

32. 11 teorema dimostrato ci assicura dunque che quando 
(^) è finita e non fa oscillazioni fra e £ , e ^{x) ha un 
Jtrcmo oscillatorio X che fra e e ( al più esci. ) è sem- 

ve finito, mentre a(.r)^(x) tende a zero con x^ e ^(^ , A) 
Dddisfa alle condizioni dei due paragrafi precedenti, la formola: 






) p(a?) tf(x ^h)dx = 

ton può cessare di sussistere altro che quando a{x) x X non 

cnde a zero con x, 

A complemento ora di questo teorema ne darò un altro 




che rigiiarila appunto il caso 



■ incerti alili' eNÌ9t«nza f 



ha per limite zero pir ,i='^t-0, 
sul valore di questo limite . 

Si supponga percih che V estremo oscillatorio ). prend» 

anche valori indefinitamente grandi col tendere di x n zero, e, 

limitandoci ad un caao particolare, ai (immetta che per a- dì- 
verso da zero esso sìa il prodotto |j.(.r)v(r) di due funzioni 
[j,(.i), v(-e) l'ima delle quali w(r) è finita e continua per -r di- 
verso da zero, ma cresce indefinitamente aenza oscillare al ten- 
dere a zero di x, e fuori del punto zero lia una derivata 
determinata o uu estremo oscillatorio atto alla integrazione, 
mentre [jl(ì) e tale che il prodotto a(j:lii(r) ha per limite zero 
per j:^=-|-0, o alnieno non irpsce indefinitamente; essendo al 
solito a(x) una funzione s<ni;a oscillazioni fra Uè i che (con s 
sufficientemente piccolo ) ptio anche supporsi sempre positiva, 
e ^(^) essendo lempre numericamente inferiore a un numero 
finito p'. Inoltre, poiché il prodotto p(j')v(.r) è finito e con- 
tìnuo fra s, e e, ove i, è un mimerò (jiiaUinque fra e s 
[0 al più esci. )> ammettiamo che se 7,{.p) è una funzione fi» 
E e s la cui derivata è P(-r} v(.i') [ come ad ea. 1' integrale 

rx 
p{j;) v(a;)d-r], il prodotto a{x)Z{.r) col tendere a zero di xaìt 

sempre inferiore a un numero finito; e ammettiamo infine che 
il prodotto ;rv(x), non vada mai decrescendo iu valore aaao- 
luto col tendere a zero di x; e ciò anche nel caso in cui ea^o 
non ha per limite l'iufinito per j?=-(-0 ( il che perì) potrà sol- 
tanto avvenire quaudo a(-|-0) non è zero, se il prodotto 
a(x) xX^= a(-r) jj.(.c) x v(.r) non deve tendere a zero con x). 

Così essendo, scegliamo il numero s talmente piccolo che 
f ra t) i sìa sempre '3.(x)^[x)<^a, e indichiamo ancora con 
a,,aj,.., a(,..,aH-, i pnntì di massimo o di minimo dell'integrale 
rx 

I f{x,hì dx frn e 5 (0 e 3 esci.) pei ijuali poniamo intanto 



01 

le oondkioni dei due paragrafi precedenti , sapponendo 
gjjj^. onesto caso che 'f{x , h) sia continua fra e s ( al 
[c1. ), e includendo pure la condizione che , mentre jt^ 

F^t^al crescere indefinito di A, i rapporti -^ ^, 

i mantenersi sempre inferiori a un numero finito p , non 
Bliìio a zero più di una certa quantità q . 
ipiderando allora le quantità v(a|),v(oi^),.., v(a/),.., v(a„_^), 
jgjOtesi che abbiamo fatto si vede subito che esse andranno 
ÙTamente diminuendo in valore assoluto, e quindi per quel 
elle si considera di A o di aj , o saranno tutte numerica- 
inferiori a — ^ ove r è un numero positivo non supe- 
JPanità, fra esse ve ne sarà una che è maggiore o 
a — ;., mentre le precedenti sono pur maggiori o uguali 
jnenti non lo sono, o esse saranno tutte maggiori o uguali 
; e noi supporremo perciò in generale che sia in valore 

to v(otO ^ '..1 e v(a<+i) <C — ;. 7 • • • senza escludere che a^ 
iinche essere lo zero o a,»__^ , ec. 

sserveremo poi che se T integrale / tp(x^h)dx non supe- 



Jrx 
' ^(x^h)dx 




i A in valore assoluto, per le formole del §. 30 si può 

v: 

Kj?)?(.r,7*)rf.r = 100Ao+]£ / |a(.r)— a(a.) jpCar)y(x,fc)li»+ 
l^O^l; e coi ragionamenti stessi del medesimo paragrafo 
irà intanto che la prima somma del secondo membro 
sericamente inferiore in valore assoluto a quello di 



4Ap'ja{i) — «(-1-0) i , e qnimlì se s è abbastanzii piccolo, 
essa sarà pi(;co1a a piacere. 

La seconda somma poi pnù porsi sotto la forma: 

2 +a(«,)Jl'K»)-«».llr('-. *)*'■+ "l*; 



e se 0.1 sarà zero la prima somma mancberà insieme al seoondf 
termine, mentre se a, sarà o.„_, mancherà qnesto termine ia-^ 
aieme all'ultima somoia; e se at sarà a, mauclierà aoltaota 
la prima somma , mentre se a, = 9«_j mancherà soltsnh 
l'ultima. 

Ora per l'integrale a(a.-) / j^x}— p(7()j'f(.c,A)</j.-, quando" 

occorre di considerarlo, si obserrerà che se a "( è uu punto fra 
«j e Rf., nel qatklb la differenza <^.t) — ^{aì) ha il massima ■ 
valore assoluto, l' integrale stesso è numeritP.mente in: 

a a(ai)lP(a «)-P{")! / 'f.C.c ,/») (i.e ove ?,(.(■, ft) è la fuB.J 

■'o., J 

zìone dei valori assoluti di r(i',/'): ^ poiché ni solito si biL 

/ tp(x,;ii(ix<4A, psso sarà numericamente inferio 

al valore assoluto di 4 A aa*) f p(a"() — ?(»<)], e quindi, 
servando che questa quantitìt può porsi sotto la forma ^ 
4 A p,a"0 [ «(a,) - a(a'0 ] + 4 A [ «(a",) K«".) - <-^.) ?C='<t) ] 
si vedrà senz'altro che lo stesso integrale è iiumericaDienI 
inferiore a 4A p'[ a{£)-a(+0)] -f 8 A o, ove di [o(()— «. 
deve prendersi il valore assoluto, e in conseguenza esso è i 
bitrariamente piccolo. 



Rispetto poi alla somma V, quando occorra di considi 
/Ti 
a, si osserverà che , se x 'f ( j , h) è sempre inferiore a B i 

ire assoluto, col processo stesso del §.30 ai trova che essa è ni 

■icament* inferiore all'altra | ^«(a,)?.".». ^ "'■^i—^ AV^yl 
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ove \^g è al solito il limite superiore dei valori assoluti di X 

P 

fra a, e a,+| ; e se i rapporti -^ sono sempre inferiori 

a un numero finito p, e [i^, è il limite superiore dei valori as- 
soluti di (i(j7) fra a« e a^^^ , si vede subito che essa sarà an- 

che inferiore a ^J^ V a(a«){i^a. v(a,) f - j . 

2 M \**^ 

Ma avendo ammesso che in valore assoluto il prodotto 
xv(t) col tendere a zero di x non vada mai decrescendo, è 
chiaro che nella ultima somma il maggiore valore assoluto dei 
tarìi prodotti a, y{<Xs) sarà quello di au^ v(a/^|) , e quindi non 



supererà 



1 
a|*"~^ ^- giacché v(a/+|X— ; dunque si vede intanto 



«i «i 



che la somma Y / 1P(^) — P(^«)| ?("^»*) ^ sarà numericamente 






infenore a - ^ \ a(a,) [i", ~ 1 . 

Ora, quando vi siano degli intervalli (a« , a«^|) nei quali 
|ii^ noa sia il massimo , ma sia semplicemente il limite supe- 
riore dei valori assoluti di {i(j7), indicando con [i', unq di quei 
^ori assoluti che vengono effettivamente presi da |JL(a;) nello 
«tesso intervallo ( a» , a,+| ) , si potrà supporre [i', vicino quanto 
8Ì vuole a |JL®, , e si avrà : 



+ 



+"-^1rl'<*'-'->(S)'' 



[ e indipendentemente da A e da s la seconda somma del secondo 
ittembro potrà rendersi piccola a piacere prendendo {t', abba- 
stanza vicino a |JL^t. n 
Ora se a{x) tende a zero con a?, e x', è il valore di x 



"pp-'^^F^r"-^' «'<+»> 



pel quale ii^x)^= ±fi,'„ si ha evidentenient* «(«.ìji',^ «(T'Oli'»; 
quindi, se y è un numero di cui è sempre inferiore in valore 

asaoìuto il prodotto a(-r)]i.(.r), si avrà sempre ac(a,)ii',<|Y- 
Se poi a(.r) non t^^nde a zero con x, si »Tr6 

a(a,)i»-'.=^fe-.a(j;'.)tJL'., e quindi sarà »(«.)!'■'.< «7. «*»"- 

do a il rapporto — ^^ — r o il rapporto inverso; dunque in ogai 

caso bì avTi'i in valore assoluto: 

essendo a=ì ee a(40) = 0, e uguale al maggiore dei im 
zero; quiudt, poicU 

per le nostre ipotesi aui rapporti -^ ai ha (g. 30) 

"ÌY-Y< -°^, e "^=1+=^'~"'<1+P, si vede ora cl.i»- 

— i fa.., 

ramente che la somma V ,;(»,) / jfi(^-) — PCo'OItC-'.M' 
'■-I -^a, 

. * . Bp-fl4-p)(ifa, . ,- 

sarà numencamente mfenore a 7-, ^ * qouid»« 

dipendentemente da e , quando a(x) ^(x) tende a zero eoa -^ 
sarà anch'essa minore di quol nntnero che più ci piace; e I" 
stesso accadrà anche quando a[.c) [i.(j') non tende a zero con ^ 
ma non cresce indefinitamente, purché allora non aia r=^l. 
R«3ta dunque ora a considerarsi la somma 

y«{a,) ( IPi-*^)! — PC'O] f{x,h)dx nel caso che essa vi sì» 
I Jft, 

e per questo osserveremo che essa si compone delle due: 
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2a(a«) / P(^)9(^»A)^^— 2*^"*^P^**^ / 9(^1^) ^^5 e poiché (a 
causa delle ipotesi che abbiamo poste intomo ai valori del- 

Jrx 
' ^{x^h)dx nei suoi punti di massimo successivi, 




li / (f(.t, 



in quelli di minimo) gli integrali / ^{x^h)dx sono tutti 

dello stesso segno o nulli, è evidente che il secondo termine 
sarà numericamente inferiore al valore assoluto 



rat 

di / ^{x^h)dx^ 



ovvero a 2oA, e basterà quindi occuparsi del primo. 

Per questo poniamo x tp{x , h) = (|>( r , h) . Questa funzione 
^x,A) sarà sempre inferiore a B in valore assoluto^ e sarà 
zero nei punti «j , o^, • . . , Om^ ; quindi poiché si ha: 

f^x) ^(x ,h)dx= r^h v(^) ^^}d X , 

applicando una integrazione per parti col prendere ^ > co- 
me fattore finito, e coli' osservare che per l'integrale indefinito 

r H 

f P(^)v(x)dar può prendersi 'xW 7-r» oYe H è il limite 

Per 3p=+0 di a(ip)x('^) se si sa che questo limite esiste, o 
altrimenti è un numero finito che potrebbe essere qualunque 
nia che allora noi lo prenderemo senz' altro uguale a zero , si 
troverà subito: 

ovvero: 
Ì'^)jp)f{x , h)dx=-f]'ala.) x(x)-H | ^x^h)^^^^ dx- 



-L 



«'-» {a(a.)x( a;) -HÌ d if{x , h) ^ 
X v(j:) dx 




t iFÌBfMeofire Iirfi fili!» £ s^. 

ido on nd nlon pnmdrate £ 0(3.) I ^x>^xA)^ 

eoB y, H T«lace dì ' &a a. e k»^ pd quale U 
^■«IxC') — Tl p i f ii r il IMI ■iiiii ì iBii iiiliiir 
frm ^ e Ot^ , R Ttàe chiaro che lo ili imi integrala 

' JiiKale inEerion a: 



U)X(y.)-H|[B(;^ 



(•-1) 



wkJ+*'=^xS^'] 
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ove di a(a,) x(^'») — H bisogna prendere il valore assoluto ; 
quindi se per i valori 1, 2,..,^ — 1 di s queste quantità 
a(a«) x('^ ») — H si mantengono inferiori a r , la somma 

V a(a,) I ^{xyp{x , h) dx , quando è da considerarsi; sarà nu- 

mericamente inferiore a: 



ovvero a: 



B (^ -' ^)) +*>.'! ' 



1 ot/ — ai 
giacché v(a/) >- -, , e <[ 1 . 

Si supponga ora dapprima che a{x) -^{x) per ar = -f- 

abbia un limite determinato, e questo limite sia il numero H. 

Allora, se £ è talmente piccolo che per a: fra e e si abbia 

sempre in valore assoluto a(a7)x(r) — H<o^, essendo o^ un 

numero piccolo a piacere , si vede subito che nel caso in cui 

K^) pei x = -\-0 ha per limite zero , quando H=0 si avrà 

afa ì 
aC-x,) x(.T'f) — H=^ * ol{x\) y (a:',) < Oj , e quando H è di- 

a(.r ,) 

verso da zero, per es. positivo, per essere allora anche x(^) 
positivo, .sarà a(a.) l{x'.) — H < a{x',) X{x',) - H <o,, talché 
m questi casi t sarà inferiore a Oj . 

Invece se a(x) non ha per limite zero per a: = -j" 1 
avendosi : 

<«.) y.(^'.)-H=a(x-.) y(x'.)-H+a(x'.) x(x'.) j '^'''\~^^''''^ \ . 

8Ì vede chiaro che t sarà inferiore a Oi-f(H+Oi) — ì i 

^ve di H-f-'3i» e a(c) — a(-f 0) bisogna prendere i valori assoluti, 
^ a è a(s) o a(-t-O) secondochè a(.r) da e a non va decre- 
scendo non va crescendo; dunque anche in questo caso t sarà 
piccolo a piacer nostro, e in conseguenza se il prodotto 



(JS 



*i f §♦ ® *i — j non saperm mai nn certo numero fimio, 






anche la somma V 9(3«) / p^x)z{s.h)dT sarà piccola in va- 



lore assolato qoanto si mole, poiché essa sarà inferiore a 
(^ — k^ (B ^-r^' i\ \ ore k^ è lero o è il ralore assolato di 

VH — ^ij -, , secondoche a\ -^i; e xero o no , e Oj e 



la diSefema numerica fira r e il lìmite dì — - — r pcrx=4-0, 

e quindi è arbitrariamente pìccola dipendentemente da &. 

Lo stesso risultato si ha se il prodotto i(r} y(jr}. pnr man- 
tenendosi sempre inferiore a nn numero finito e fira e s, non 
ha on limite determinato per <r= — « o si è incerti, porche 

allora il prodotto Xt*" i'^ , o aq'' — 2 * abbia per limite xero 

per x = ---0> giacché in tal caso, preso H=0. si troTmà 
che a Talore ass$olato di r sarà inferiore id ac. OTe a ha 
il significato stabilito sopra: e in coosegtsenza la somma 



V s^s*"^ I ^JT; zi^x « i; ti X sarà nizsBaicaiBRite inferìcNre ad 
T •«• ' 
a e ,B 1^ — ^\ Xj'> 

RàssnmeDdo dai^pe si po^ ora eriiientemeixte condoders 
dfee: , se la fonzìooDe ^-r.À^ è coatin'xa na e s. e soddìsfis 
, accora alle cocdizioai dei dbe {Muragrafi preefdenti. indnsa 
[la che BK&cre 3^ tenJe a aero col czescoe indefinito 



^ di i* £ tappccti ^^ <?itre a restare sMipre isinrìori a nn 

, iLTisMco finito jr zMa si «kcv^^hÌso szai a seco pE^ di nn cerio 
« Timero a e £ pìl è tale cfioe p!f x Sra z« e s la Aerirala 
, ii X sì,x . i' si>Itrp&ata per x^' eoa i^ ::^ I resti «mpre 
^ !i>x2ner«atense ri&rÀ>ce a ^n z^xmer? finito C: aDora la 
, 5:rm?u& .r>^ stsss&stmk asicèe 3iel et»? in coi anaJosi 
» .-\r;=r «0 — n^r^ 5^r\ ÌI pofcwo n,r X-; par x =^0 ha 
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m JiW lìmite WM, «(^) non fa infinite (McilUzionl fra e e, e ^{j:) 

• è sempre nuiuerìcaiiiente itiferiort^ a uu numero finito ^', mu 
, noa è soddisfatta la coiultzioae liin a(.c) x'K= del para- 

a grafo precedente o ai è incerti au questo, purché perb allora 

• siano Boddisfatte le condizioni seffiientì: 1." che X. ai decom- 

P 
, ponga nel prodotto ^(j^) v(j;) di due funzioni iJ.(.r),v(j") la prima 
. delle quali [J.(.f) è tale die se r<Cl il prodotto a{r)^.{x) non 
, cresce inilefinitaDieute al tendere di x a zero, e se r^=l ha 
t per limite zero; e la seconda v(.r) è finita e continua fra 
. e s , cresce indefinitamente al tendere a zero di x senza 
t oscillare , e ha una derivata o nn estremo oscillatorio atto 
, all'integrazione fra e, e e, essendo s, un numero qualunque 

• compreso fra Oes (0 al più esci.); 2." che il prodotto Jv{j:) 
I col tendere a zero di .r non decresca mai in valore asso- 
I luto {*), e ee xi-'^) è una funzione la cui derivata fra e, e s 



xv(x) 

f =-\-0, e s sarà scelto in modo che fra e e a^.v) noa 
inccik oscilluzioni , e t>i abbia aempre in valore assoluto 



è fH^x) v(x) [come ad es. l' integrale / P(j-) v{x)dx'\ il prodotto 

a(.r) ^(.r) per ii:=-|-0 abbia un limite determinato e finito H; 
con questo però che se la condizione relativa al prodotto 
o(j') y(,r) non sarà soddisf.itta o ei sarà incorti, pur sapendosi 
che questo prodotto per i^ fra e s resta sempre inferiore a un 
numero linlto e, la formola (0) continuerà ancora a sussistere 
purché allora 11 prodotto dì a,'' per la derivata di .ry{j;,/i) 
«toaudo X è fra a, e e tenda a zero i 



Ì3. In questi casi poi se U^ sani ìl limite di 



1 



■ per 



fl<:r}(l(j}<a,«C,r)ii(x)<7, ■ 



v(s) 



— Hj <| Og , essendo a , e a ^ 



B <hi>ro che quanilci x*(r) col tenden a zara di ■ nna dooiesM in Talare 
iMtlo. «lti«ltJiiiM teaàe dui ino fradvtto per In TuazIoDB crescente - , oiai* di 
•W UIdU allon In eondliiona oha v(') eresc» «li' infinito sanit oscilUre ci 
Man t nn di » riane «oddiifìttta da ai, 8 «j pobebbe fare & mena di fttU 

•iMlaBMBta. 




Domeri positÌTÌ arbitrariamente pìccoli, e 7 un naniero finita 
che Ber=l dovrà pure essere arbitrari a mente pìccolo, ai »vrt 
ia Talore aasolato: 



jCì 



ir - /t+o) w*.''H-«<<A 1 5 "+2 p' [ «(«) - «(+o)]| + 

OTe di a(s) — «(+0) bisogna prendere il valore assoluto; a è ngutk 
ad uno se a(-J-0)^=0, ed è invece ugnalo al più grande dei dot 

numeri -t- , „ ■ , — j—~ quando a(-{ 0) non è «ero; t pnà pren- 
dersi uguale ad ac se il prodotto a{j:) -/{t) è sempre nutnerio- 
mente iaferiore a e e non ha un limite determinato per J'=-H'. 
o si è incerti, e allora C deve pntersi rendere arbitrariamente [mc 
colo; mentre se a(x) /(j) lia un limite determinato H per -r^-f A 
e fra e € si ba a(j')y(i;) — H <^| essendo a, arbitrariamoiti 
piccolo, si può prendere c^=-J(-|-frot «"e k^ è zero se a(-f-O)=0,««» 
a(+ 0) non è zero io è il valore assoluto di (H+i,) ^^^^f^', 

il più piccolo dei due numeri «(-j-0), «(a). 
! si puì) al solito aggiungere clie se «(j') f ra « ■ bti 
Mte oscillazioni, ma le verrà a perdere tntlecairag)pimg(^ 
una funzione di primo grado, la formola (0) continuerà ancors 
ad essere applicabile tutte le volte die siano soddisfatte le con- 
dizioni precedenti, e dei prodotti .'']i(r}, ■r-/_{x), il prim» abbi* 
per limite zero se »■=! e un limite finito se r-CI , e l'altr** 
Abbia un limite determinato e finito, o almeno siano soddisfatta 
per easo le condizioni che si avevano sopra pel prodotto a(x)^<=J 
'M. K degno dì nota che i ilue ultimi teoremi qui diof? 
■tratì danno un campo immenso di validità della formola (ff 
r può dirsi cbe sì completino a vicenda, peroccb^ quando 
lina certa funzione rt-'')=/l+0)-|-a(x)|ì{-E) non sìa applicabile 
primo teorema per la ragione che il prodotto «(.>■) rX non hi 

limito zero por ^^^=-1-0, si è incerti, sarà subito Ìl caso ì 



minare se sia applicabile il secoodo; nò le condizioni cbc si hanno 
per f{x ,h) Bono molto restrittive, e d'altronde esse sono tutte 
nliJ: 



soddisfatte quando f(.^,^) 
ai^{2s~■^)^, sìhap-- 



d[.T<f[X 



-1-2, 

A)] 



, perchè allora, con ( 
e, essendo a>5(x , J)^ 






il prodotto a, " *- '" P" ' "'' ~' por x compreso fra e i non supera 

3:(2-f s)-, e può prenderai quindi C^:7("2+ì)-, con A^7r,B=:=l-|-s. 

E mentre p. es, se a(.r) tenderk a zero con x senza oscillare, 

la formola (6) sarà applicabile senza eccezione veruna in forza del 

primo teorema quando x X non cresce in definii amen te, nel caso 

invece in cui col tendere a zero di x questo prodotto x X prenda 

anche valori indefinitamente grandi il primo teorema potrà pre- 
sentare delle eccezioni che ci facciano restare nel dubbio; ma 
allora gi potrà passare ad applicare il fecondo teorema, e bene 
spesso le indicate eccezioni verranno a sparire nel fare questa 
applicazione. 

35. Così in particolare quando '-fi-c , h) soddisfa alle con- 
dizioni che respetti va mente abbiamo poste nei varii casi, sup- 
ponendo che sia : 

/(■»)-rt+0) + a(^)F[.Kx)], 

ove a{x) tende a zero con x senza oscillare, ì^j:) cresce in- 
definitamente , 'e F ['['(■'')] ^ infinito oscillazioni , se avverrà 
che la funzioue F(2) anche al crescere indefinito di z resti 
inferiore a un numero finito insieme alla sua derivata ¥'{z), 
per il primo teorema si potrà dir subito che se il prodotto 
JK '{''(■^) col tendere a zero di x non supera mai un certo numero 
finito la formola (Q) è applicabile alla funzione fi-f) . 

E se il prodotto a:'|j'(j^} crescerà indefinitamente, il primo 
teorema potrà non bastar più ; ma allora applicando il secondo 
teorema, coli' osservare che posto ora ^(3?)^= F[(}i(i)] si ha 
P'(i)=F'['!'(^)]'K'''). e si può prendere quindi il(i)=F'[^3;)], 
v(x)=^'(jr), sì vedrà subito che se F'(ff) è sempre finita, e 4»"(^) è 



atta alla integrazione tra e, e s (6<£j<e)7laforaiola (li) è ancora 
applicabile tutte le volte clie il prodotto r ([('(.r) nel suo crescere 
all' infinito mentre x tends a zero non fa oscillazioni, e l'altro 



«(«) 



i/pw- 



^x)] ifi'{j)(/-c ha un limite determinato ■ 



finito, 
nito e 



almeno non supera mai in Talore aasoltito un numero f 
Più particolarmente dunque, supponendo che sia : 
f[x) =- /(-l-O) + a(x) eoa '^{x) , o F{z) = cos ^ , 
si trova ora che se (>(j') tende a zero con x senza oscillare, la 
formala (6) sarà applicabile a questa funzione f[x) quando il 
prodotto X <^'(x) non prende mai valori superiori a un numero 
finito, e anche quando cresce indefinitamente al tendere a zero 
di X, purché allora esso non faccia infinite oscillazioni fra a e, 
e la funzione •'/ (.r) sia atta all' integrazione da e, a e (0<Ce|<C£}, 
giacché in questo caso la condizione che si aveva sopra pel pro- 



dotto 



,,,)fi 



['K^)] <^'{x) dx è evidentemente soddisfatta. 



E, come già dicemmo , rispetto a 'f{x , h) non si hanno 
altro che le limitazioni poste sopra; talché ritroviamo così come 
caso particolarissimo un ieorema che il sig. Du Bois-Reymond 
dette pel primo nella memoria citata al §. 31 sotto la ipotesi 



particolare di f{r, h) = 



a.{-r) finita e continua ec. 



36. Nei paragrafi precedenti abbiamo supposto cbe se 
f[x)—f{-'fOy=aÌ.x)^x), l'estremo oscillatorio X di ^(3-), poro 

potendo crescere indefinitamente col tendere a zero di x, àm 
però sempre finito per -r diverso da zero. 

Volendo ora dare un teorema che a' applichi anche al 
caso in cui X t diviene infinito fuori del punto zero in punti 

vicini quanto si vuole a zero , e quindi anche fra e e , 
mentre a.{x) resta ancora una funzione sempre finita e priva di 
oscillazioni fra e ;, p(.r) oltre essere sempre finito, è anche 
continuo per tutto tranne tutt' al più per x^O, e a(x}P(x) 



/!rt^)-/(+0)Mx,ft)dx=a(+O)|^PCjr)f(T,/0dx+«CO 



c,A)tix= 



t^razione fra e e, applicando la formola del Du Bois-Rey- 
mond data al g. 9. e poi integrando per parti bì trova: 

ore < £[ <ì; e quindi , se per a fra e e sarà in valore 

rx 
assoluto / f{r , k) dx <; A, nf^x) %x) < a, a(j-)<;a', e se X sari 
■0 ^ . 

atta all'integrazione anche ridotta alla fanzione X" dei suoi va- 
lori assoluti , l' integrale precedente o Sa sarà nomericaiuente 

inferiore a r2o-|-a' / X'arfi] A, e la Formola (C) sarà applicabile. 

Se poi ammettiamo anche che i valori massimi successivi (o ì 

f 

mi ai mi) dell'integrale / (j;{'",/'M-'^ siano sempre dello stesso segno e 

non vadano crescendo o non vadano decrescendo in valore assoluto, 
allora si può osservare cbe, trovate le prime formole del §. 30. 

invece di trasformare la somma'V / a.{n.,)\^{x)—%'u)'\f{x,h)ds 

I '^a, 
coi processi di quel paragrafo, possiamo anche trasformarla ese- 
guendo sui suoi termini una integraiione per parti, e riduoen- 

dola cosi all'altra Y \ 01(0.) Xa / ^x^h)dx. 

Ammattendo allora che a{i) tenda a zero con x e che 5t(j;)X, 

sia atta all'integrazione fra e e anclie ridotta alla funzione 
1^0(1) X]o dei suoi valori «ssoluti (qualunque sia allora À",), 

basterà osservare cIh^ per x fra e £ si ha in valore assoluto 




' ^^ 111 • ' J-^- * ^iTL^ Tiri, pH- eandodae nbito 

^^-^ i TX^: «..^ i^ «^ ra» jr*:aBBB^BBZA la fixniiola (6}à m- 



-0 ) 



> ^ icm» m aeoL I« aHMiiiiiHii d^ìniegrtbflità 
zsJT' ^-t^ -^ ^^£ 3DIE. mtm iÌKtBSB firn kno, e allon li 

m pm oim conefaidere cbe 
zt^.Xì i/B- r oamanaa fira e s è tile che 



^ . ziMoapaùt j ^x-^.B^'ir t m iui» sa il è sempre nomerKi- 

'Hiifffìw X m oiuBUO mio A^ e i saoi maanmi sac- 
<> i mtm smìaà > sno snipie dello steHO segno, e 
wm czescodb ^ sor vanno mai de c r eac e n do in 
waxK la nnmoia [fy) mn spplicabtie alla foozioiie 
^ ^xt tmt» la vote cbiL mmaio frx)=f^+0)^^x)pix\ 1» 
^ fuujo ne 21^^ Sm ') e s zHm Sk xnfioifee oecillazioai e li fiiD^ 
^ sioB» .Sxt è smnie jniia,. e ha mia deziraia o on estremo oscil^ 
^ Iacono X àm imnìvgi&caÈa per st x) resta atto alla integra^ 

^ aioatf SKÌie riiaitto ai msÀ valori assolati; e nel caso in caf 
^ la ìmi'rin a Teatarmo oocillatoik) £ f{x) o di ^x) siano aiti 
^ aìrinnpraatone socfa» rùldtti ai valori assetati, allora perchè b 



Jù 



^ {<$) àa apptieabìlo basta che T integrale I ^(x , A) d x soddisfi 

^ alla solita comfiziooe di essere sempre numericamente infe- 
^ rton» a on aumen> finito A ^i e in qntsti ca<rì i limiti sape- 
rìort vh*ì valori corrispondenti di 9^ saranno quelli che abbiamo 
imiicati ^^on. 

vluesto teonnua pone per ^(-r^) meno restrizioni di quelle che 
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si avevano nei due precedenti, e nel caso in cui a(.T)=l e ^(x\ o f{x) 
ha una derivata fra e e si riduce a quello del sig. Du Bois-Rey- 
mond che ahbiamo ricordato al §.31. Esso poi evidentemente 
potrà essere applicabile quando non lo siano quelli dei paragrafi 
precedenti, come potrà accadere anche l'inversa; e in particolare 
potrà applicarsi al caso appunto che noi volevamo considerare , 
quello cioè in cui X^ fra e e diviene infinita in un gruppo infi- 

nito di punti di prima specie di cui è un punto limite. 
37. Per trovare un altro caso di validità della formola (6) 

quando l'integrale / 9 xji)dx soddisfi alle condizioni del teorema 

del §. precedente, e x ^{x^h) sia sempre numericamente inferiore 

a B, si consideri ancora l'integrale / a(x) p(x) rp{x^h) d t, suppo- 

nendo che il prodotto a{.r)^{x) abbia per limite zero per a?=-|-0, 
che a(x) sia sempre finita e non faccia oscillazioni fra e e, e 
che la funzione P(x) sia atta alla integrazione essa pure fra e 6, 
essendo al tempo stesso finita o almeno tale che il prodotto 

1 r^ . 

— / ^{x)dx sia sempre inferiore a un numero finito (*). 



JO 



Jrx 
' p(ar)rf.r=a?7(a?), ^x) quando 



le sia attribuito un valore finito qualsiasi anche nel punto a^=0, 
sarà una funzione di x sempre finita fra e e, e fuori del 
punto zero sarà anche continua; quindi, poiché in ogni inter- 

1 C^ 
vallo (s, ,s), essendo 0<Ch '^^^ ^ ^"C fattori —, / p(x) dx 

^ •/ 
hanno per estremi oscillatorii ^ e p(.T) o funzioni che dif- 

n Cosi p. es. non potrebbe esscro ^(af)=;T-( ^ x sen-J, mentre potrebbe aversi 
inyeoe ;3 (j?) = — \x sen -) . 



feriscono da questa per funzioni d'inf<)gra1e nallo, patrono 
prendere per estremo oscillatorio X di -[(j') per j" diverso ila 

°(r) 1 T'^ 
zero la somma ~- il S{x) dr, e onesta somma sarà atta 

alla integrazione fra e, e e (m. I. §§. 205 e 2fi9). 

Ora,esaendoX^=^-^, /?(x)rfj:, o ?Cx)=jX^+t<ìX 
si vede subito che per le nostre ipotesi, il prodotto J" i^ larft 
atto all'integrazione non solo fra e, e s, ma anche fra e a. 
come lo sono pure ^x) e "((f); quindi ai pnò scrivere: 

Jo Jo -'o • 

e se il prodotto c((x) X sarà atto all'integrazione fra e e aiic*»* 
ridotto alla funzione [a{j) \ ]^ dei miai ralori assoluti, il *ec»«»- 

c 

(Io integrale sarà numericamente inferiore a B ( [a(ij À ]( if J^* 

Osserviamo ora che siccome a(x) fra e s non fi osali*' 
zioni, e aux)^{x) tende a zero con x, [a a(.i' st^^sa dom pn V^ 
tendere a zero, o dovrà tendervi ^j)) e quindi anche lix], t " 
prodotto 9(j')7(.('). Ne segue che a questo prodotti! sarit ap" 
plicabile il teoremn che al>l)iftn>" dato nel paragrafo precede» 
pel caso del prodotto a(x)^{x); e quindi l' essere atta alla i»^*' 
tegrazionc la funaione [a(T) X \ porterà sena' altro che anc 

l'integrale / 7(,.^:)^{x)■f{x,h)\lx »ia di quel grado di plccolei 

che pili ci piace; e nel caso in coi nuche la funzione dei i.^' 
lori Ba.«oluti di X sia atta alla iutcgrazione fra e i i 

rx 
•ara ivppnr bisogno che Tintegrale / 7(j^)rfj' soddisfi atnfc-** 

-■n 

le condizioni dt-l ti'orema del §. precedente, ma ba§terà che sc^^"' 



I ^fi a quella di esaere Bftmpre DTimericnmente inferiore ad un 

I numero finito A; dunque eridentomente sì può ora asserire che 

■ se J ^.v , h) è sempre numericamente inferiore a un numero 

t finito B, e se l'integrale / ■f{x , h) dx soddisfa alle condizioni 



del teorema del g. preceJetite, e f{x) — /(+0) =t{x) p(a-), ove 
^x) non fa infinite oscilluzioni e p(x) è atta alla integrazione 



\ tale che il prodotto -((aO ■ 



1 C'^ 



I snerìcamente inferiore a un numero finito, allora 
«he la funzione a(j"}X , ove X è uno decli estremi 
T 7 

1 



d X sia sempre nu- 



j avverrà 
icillatorii 



- [P(^r) — 7(x)] di ■f{y). resterà atta alla integrazione fra e s 

«oche ridotta ai suoi valori assoluti, la formola (6) sarà ap- 
plicabile alla funzione f{x)r, e nel caso in cui anche la fun- 
sione dei valori assoluti dì X sìa atta alla integrazione fra 



leCl 
^0 



e B, allora per l'integrale i -{{x , h)dx potrà triJasciarai la 



\ coadizione relativa ai massimi o minimi, e basterà che esso 
t sia sempre numericamente inferiore a un numero finito A ,; 
t acche in questi casi si avranno con tutta facilità i limiti 
N*»jwriori del valore di 0*. 

1 Se a(x) = 1, e -({x) ammette una derivata fra e i, questo 

[*Orema sì riduce a quello trovato dal Du Bois-Reyuiond; e se 

^\*) fra e s fosse continua e facesse un numero ìnBnito di 

illazioni, ma però venisse a perderle tutte coll'aggiungerTJ 

funzione dì primo grado, il teorema continuerebbe ancora 

BQsaiatere purché allora anche x ^(x) o x^ì- avesse per limite 

per x = -{-0,ej;X o p(a:) restasse atta alla integra- 

'*ne fra e E anche ridotta ai suoi valori assoluti. 

38. Del resto, ammettendo ora senz'altro che f{x ,h) sod- 
S£l alL: coodùiooi tutto dei §§. 30 e 31, è JìiciLe mostrare 
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anche un teorema molto più generale pel caso die «(jr) e^x) 
soddisfino ancora alle condizioni poste in principio del g. prec^ 

Indichiamo con -^i . ^j , yj ,..., f„-, , fpn n funzioni di x finite 
« continue fra e s, e amm'ittiamo aenz* altro che fra e ; 
(0 al più esci.) esse abbiano le loro derivate determinate finite 
e continne alnjeno sino a quelle degli_ordÌni 2,",3.'',4.''..»",{h+1)'' 
respetti Tarn ente, e né esse ne le loro derivate o i prodotti di 
queste quantità e di potenze di ic facciano fra e e infinite 
oscillazioni. Inoltre ammettiamo che se tutte o alcune dì queste 
funzioni ^i ,'fi , , , ,f„ tendono a zero con x, i respettivì loro 
ordini d'infinitesimo rapporto a x, oltre essere pienamente deter- 
minati, siano i numeri positivi o nulli iHj , Wj , . . , vi„ tali che le 
quantità »i, ,w(,+»»i,'«i-(-"'j-f "'j,'-i*''ì + '"j + "-4-'"h-i+ "'» 
QOD superino ì numeri 1 i 2 , 3 , . . , k res petti vament«. 

Con qneste ipotesi, se poniamo: 

si vede subito che ^^x), quando le sìa attribuito un taIoto 
finito qualsiasi anche per a?=0, fra e e sarà una funziona 
sempre finita che per -t diversa da zero sarà anche contiana e 
avrà la forma p^ j:"^"'^""'"'"""""" ove l'e3pon>ntB di -t non è 
negativo, e pj è un numero sempre finito perchè tale è Tìu- 

tegrale - / (5(i} t/x, e poiché o a.{x) tende a zero con .r, o vi 

tende ^(.c), e in quest' ultimo caso accade lo stesso dell' iute* 



graie 






[x) d X, si vede subito che il prodotto «(r) p^ aTià 



per limite zero per ,r = -[- . 

Oltre a ciò per »>1 e a* fra e e ( al più esci. ) yW 
avrà una di'rivata determinata y' che sarà anche finita e con- 
tmua, mentre per «=1, se non una derivata, esisterà un estremo 
oscillatorio 7' di 7('); e (fatta in quest'ultimo caso a<4trazione 

Ida funzioni d'integrale nnllo) per di-terminare 7" si avm sempre 

■la equazione: 



'■■r' + 'f'«r = 






nella qti»le il secondo membro arm al eolito la forma 
n-l-in.-m,-...— ffl^, 
^1 ^ , ove 1' esponente di x non à negEt- 

tivo, e Pi è finito e tale che ÌI prodotto aC-f)?, abbia per 
limite zero per x=0\ pLT modo che, osservando ora che !?'■, 
non facendo oscillaz.ioni fra e e, sarà infinitesimo dell'ordine 
w„ — 1 {*}, e potrà anche essere zero assolatamente, si Tede 

subito che il prodotto -t^ avrà la forma £| x i 

ore 6| è un aumero finita tale che a.{x) £, ha per limite zero 
per X = -|- . 

Similmente, se M>2, -{{x) avrà una derivata seconda f" 
fra e E (0 al più esci.) che sarà ancora finita e continua, 
mentre se f(=2 ae non una derivata seconda di -f(.r) esisterà ^un 
estremo oscillatorio ■{' di yXj"); e si avrà Y equazione: 
T- T— I t" + (2 ^\ ?— i+T- ?'«-,) t'+C?'- ?'— i+t"" T"-i) 7= 



1 p<ÌJ f^'dx CI ^^ 

- — ... / — / ^x)dx. 



che determinerà questa derivata o estremo oscillatorio v" 
( astrazion fatta in quest' ultimo caso da ftinzioni d' iategraie 
nullo ) : e iii qnesta equazione il secondo membro avrà al 

solito la forma ^^x , ove ^ à qd 

numero finito tale che il prodotto «(x)^ ha per limite zero 
per a;^-|-0: mentre per x=-]-0 il coefficiente di ■[" sarà in- 
finitesimo dell' ordine m„ + witi_, , e quelli di 7' e i saranno 
degli ordini wi,+ni„_,— 1 , wi„-f m„ , — 2 o di ordini auperiori 
e potranno anche essere zero assolutamente; talché il prodot- 
to ar* ■[" avrà ancora la forma £3 x , ove Ej 
è al solito nu numero finito tale che il prodotto a(-c)^ abbia 
per limite zero per j; = -(- . 

(*] Pef samplidlà di Iiiig<ian<a noi pirlfRino qal itinpra d' luRiiit Baimi; ftlmiiil 
ptrii di quelli innniteiiaii poiaona nuore d'ordine nag«tira <s quindi coiriapolidore 



Così coDtiaaando, si vede chiaisi 
ponto J=M) Arrk U prime n — 1 derìrate 7' .t",-- ,7*""" finite 
e eootìnoe, e potrà »Tere anche 1» derÌTata if-^'\o tott'al 
pia qnesta si iklurrà ai no estremo oscillatorio dì '^*~*\ e se 
l<|ii arremo per determinare -f^ ma eqoanone della forma: 
f. J^ ...f ^., t"'+4^ r"'+b-. ■!"-"+ ■ ■ • +i| l'-W-. T-^J 

mentre per f^^n ne avremo no' altra eimile: ' 

7.7»-, ... 7, 7, i" + p— , t'— '* + - ■ - + Pi 7' -r /»» 7 = PW. 
ove perù y paò darsi che sia soltanto un estremo oscillatorio 
dì T^""'' ( all' infaorì di funzioni d* iategraV nullo ); e mentre 
nella prima di queste il secondo membro ha la forma 

n—l—tH, — w,— .-.^m 
Pix ■— * o»e J, è on numero finito tale che 

a(x)^ ha per limite zero per t=-|-0, per la seconda pu6 dìni 
soltanto che «(x)p(x) ha per limite zero per j-=0. 

Nella prima poi il coefSciente di /"'(s=l>, 1, 2,...,f^I ) 
per x^-\-0 è infinitesimo di ordine ugnale o superiore a 
m,, +"""-1 -\- + »!■_(. I — (+s, e può anche essere zero asso- 
lutamente: nella seconda il coefficiente di 7*"{s=0. 1, 2,... n — 1) 
è infinitesimo 'di ordine uguale o superiore a m, + nij + . . 
-(- fw« — n + s , e può anch' esso essere zero asaolutamente; e 
infine i coefficienti di -f'* e 7'"' nella prima e nella seconda sono 
iafini tesimi degli ordini m„+»iB_|-f-.-.-f-»i„_(,„m|4-''»i-(~-"(''''«; 
talché procedendo successivamente, come nei casi precedenti, ai 
vede chiaramente che per t<Cn e anche per t^n i prodotti 

x* 7*" avranno la forma Ìi-p ■ ove f^ è un nume- 

ro finito tuie che il prodotto a(r)J, ha per lìmite zero per 

Ma valendosi della fonnola precedente che esprime p{x) 
per 7 , 7' , 7" , . . . 7*"' , si trova che : 

/"«(■'■«■'■)f(*,»)<fc=V fk')p.1<'V.',l')<''+ M^)T,<Fi...T.l'-lf(i,»« 



iiiten<len(Ia qui che y" ìuJicTii ■( (i), e amiuetteudo , come già 
dicemmo, che y>"I invece della derivata «' di y(x) che può 
non esistere, possa anche rappresentare V estnìrao oscillatoria 
^ Y<"— '' air infuori dì funzioni d'integrale nullo; dunque, 
poiché per quanto ahhiaino visto sugli ordini d' iotiniteaimo 
di p,, e x'i^'', i prodotti a[.v)p,f> tendono a zero con J, 
e inoltre la derivata X, { o estremo oscillatorio) di ;?, 7''' è 
p't"^'^ -\-Pil'"'\ e questa è tale che il prodotto *(j)i;X, ha 
per limite aero per j; == -]- , basta ora applicare il teorema 

del §. 31. per concludere subito che la somma V del eecon- 

u 
do membro della formola precedente ha per limite zero per fi=M 
quando, come supponiamo, f{x,k) è una funzione che soddisfa 
alle solite condizioni poste nello stesso paragrafo 31. 

Segue da ciò che quando il prodotto a(.r) y , ^j . , , y„ -["•' 
che figura nell'ultimo integrale soddi&S a, una delle condizioni 
dei paragrafi prece lenti, per ea. a quella che diviso per x resti 
atto alla integrazione nuche ridotto ai suoi valori assoluti, 

V integrale | a(.t) p{.r) ■f{x,h)dx avrà per limite zero per A^co ; 

.0 
dunque si può ora evidentemente concludere in generale che: 
, se f{x,k) soddisfa alle condizioni poste nel §. 31. e 
• A')^/I-t-0)=«W'K'') o^e fra e e, a((-) è finita e non a 
„ oscillazioni, ^{x) è atta all'integrazione e, anche se diviene 



, infinita per .r = >|- 0, è tale che il prodotto 






t)dx sia 



a sempre numericamente inferiore a un numero finito, allora 
, per la validità della formola (G) basterà che, se f, , rpg , . ., fpn 
„ sono n funzioni che soddisfano alle condizioni poste in 

, principio di questo paragrafo, il rapporto — — ' — '* ' ' —— — ' , 

, ove 7'"' è la derivata ti" o l'estremo oscillatorio della de- 
« rìrata {/i— 1)" dell'integrale 



L 
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. 7(J') = z- / r— / ;— ••• / — / P(^)^^i re«t» «t*^ 

« air integrazione fra e e anche ridotto ai valori assolnii, o \ 
9 soddisfi a nna delle condizioni dei paragrafi precedenti .. 

Particolarizzando il numero n e le funzioni ^i , 7^ i • • i ^ 
si ottengono altrettanti teoremi speciali; e così per es. sappo- 
nendo n=l e ^(=x si ritrova quello del §. precedente; • 
sapponendo 9,==9j=...==9»=a: , o 9ì=Tì= • • • =tP«-i =1» 
^^ = a?* , la condizione ora trovata viene relativa all' icte- 

graie n-^^ ^{x)=l T^ f^... T^ T^^yx, o airaltro 

j rx rx rx rx 

n{x)= —- I dx l dx ... I dx I B(rr) dar, e caso per caso si tao- 

vera con tutta facilità anche un limite superiore pel viloxt 

assoluto dell' integrale / { f{x) — /(+0 | ^{x ^h)dx. 

Né deve tralasciarsi di osservare che se ci poniamo va 
caso particolare di ^^ = ^ j==. ..=y^_| = 1, y^=rx", 

- rx rx rx rx 

Y (x) == -:^ I dx \ dx. . .. I dx I p{x) d x , dal calcolo 

^J{) Jo Jo Jo 

differenziale e dalle proprietà degli estremi oscillatorii si Ili 
subito : 

Jrx rx rx 

f p{x)dx I dx I ^{x)dx 

, .Jo JO 



7^"^ -^--^i ^ — ^i 1- ''* ^ >*+!) i-^i 



— ±w(M+l)(M-h2)...(2n — 1) 

e quindi: 



rx rx rx 

\ dx \ dx. ..\ ^x)ix 

Jo Jo Jo 



x-» 
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'^'^■^■^'-'Pm-n.n '-:^ +nAn+n 



' ?x)dx I dx I l 



/•a? rx rx 

Ldx dx... I ^( 

— . . . iK^+l) • • • (2w — 1) 



x^ 
Ole Hi , itj , . . . sono i soliti coefficienti binomiali . 



fdx f\ 



in 
^0 JQ 



particolare: 

rx rx r* 

/ P(jr) dx dx \ 

Ì2)xf=^h(x)^A +6 



X \ X ' x^ 

39. Ammettendo che la funzione ^x^h) soddisfi a tutte 

le condizioni del §. 32. ( che sono le più restrittive fra quelle 

che Tia via abbiamo posto), continuiamo a considerare Tinte- 






a(x)P(jp)^(x,A)di?, supponendo però ora per semplicità 


\ die le funzioni a(x) e ^{x) tendano ambedue a zero per 

'=^ 0, e ciascuna di esse soddisfi a una almeno delle con- 



■ii 






Allora se fra e e sarà in valore assoluto a{x) P(ar)<;o, 
tfremo come nei §§. 30 e 32 : 



(x)^x)f{x,h)dx=10QAo+'^ / 



con 9 compreso fra e 1: e se afjr) e ^.r) non faranno oscìl- ' 
lazioDÌ fra e e, applicando a ciascuna delle due somme del 
secondo membro il processo stesso con cui si studib nel §. 30. 
la prima delle somme stesse, si vedrà che per e abbastansa 
piccolo il loro aggregato è piccolo a piacere. 

Se poi a(.r) fra 00 s non (a oscillazioni, e %.r) invece di 
soddisfare a questa condizione soddisfa alle altre D <^e S, o 
lim D log £=0 dei §§. 28. e 29, allora studiando la prima somma 
col processo ora indicato e la seconda con i]iielli dei g§. 28 
e 29 ai vedrà che ciascuna di queste somme è piccola a piacer 
nostro dipendentemente da s; e lo stesso accadrà se a'.r) e P(') 
soddisfano ambedue alla condizione D < e 5, o lim D log !=0. 

Se poi i{x) soddisfa alla condizione di non fare oscillazioni 
fra e e o alle altre D<cS, o lim D log 5^0, e la funzione p(j) 
è tale che, avendosi Ji(j;)=f^j-) m(x) con p{j} privo di oscillazioni 
fra e e e sempre finito, il prodotto p(j') x X abbia per limite 

zero per x=-(-0, allora applicando i processi precedenti alla 
prima somma, e spezzando la seconda somma in dne altre 
come si fece al §. 30. per la somma che allora considerammo 

n-t /"«*.! 

y / [«(a-)?Ci) — a(a,)?(ti.)]7<i,*)dr, e poi ripetendo i »- 
I -'«. 
gìonamenti del §. 30. stesso, sì Tedia ancora che l' integrale 

a(jr)^x)^x , A) ti', dipendentemente da è, e dopo che k 

sarà divenato abbastanza grande, sarà minore di quel oumeio 
che più ci piace ; e Io stesso pure accadrà se , essendo 
«<j)=F^x)«,(j-). ep(x}=-(z)ù<j-). con f,(x) e aO finite e 
prive di osciUazioni fn e e, i prodotti f^{x)x\ ,r^x)xì. 



£' 



avraoDO per 



limite 1 



rO, essendo al solito >. eX 



fstiwni oscillatorii dei rapporti in^euientali di «(x) e m^x). 
E se z(x) 9oddù<iw:endo ad nna qualsiasi delle ire condi- 
noBÌ or» indicate, e essendo X') = W-»") «K') con f(x) finito ■ 
prÌTO di oacilliutioni fra e t e m<t) sempre finito, il prodottg 



f^T) * X non avm per limite zero per j=-|- 0, ma X si scom- 
porrà ia dae fattori ^{x) , v(x) il primo dei quali ^{x) è tale che 
{^*) ^x) ha per limite zero per j=-|-0, e il secondo, oltre a 
crescere indefinitamente senza oscillare quando x tende a zero, 
ha un estremo oscillatorio atto all' integrazione fra £, e £ con 
0<^(j<Cs, e gode della proprietà che xv^x) col tendere a 
tero di X non va decrescendo , mentre il prodotto 



•j(x)dx' pcr-c^=-i''^ ^^ ^^ limite determinato e finito, 



p(j;ì j (o(i) V 



kllora applicando i relativi processi precedenti alla prima s 
collo spezzarla ove occorra ìn due parti, e spezzando pure in 
due parti la seconda somma, e poi ripetendo i ragionamenti 
del §. 'Ò2, ( con quelle leggerissime modificazioni che sono dovute 
alla circostanza che ora alla quantità ivi indicata con J.{a,) nella 
aemoda somma è sostituita T altra i(a,)i-{<x,) ec.) si troverà 



;(r ,k)d X dipendentemente 



^ a(.-r)Kx)f\ 
^0 



anoflra che l' integrale 



(1* ( sarà minore di quel numero che pifi ci piace dopo che h 
tata divenuto abbastanza grande. Lo stesso poi accadrà se 
«sendo anche o.(,x) della forma a(3') ^= fi(|(.r) (Og(.f) , con p^{x) 
priv» di oscillazioni, e w^W sempre finito, saranno soddisfatte 
pw pj(x) e iiO(,(.r) le condizioni poste ora per {.{x) e ei^x) ; e 
«olio speziare ove occorra le stesse somme, e col rij>etere i 
Wgioomnenti del g. 3C. sì vedrà die lo atesso pure accade se 
Is fanzìoni qui indicate con f^f) e ia{x) o le altre pu(^) e to^^x) 
larece che alle condizioni che ora sì avevano soddisfano all'altra 
^a le quantitìi X o >. siano atte alla integrazione fra e, o 

' (0<E,<Cs) e i prodotti pix)}. , o (■0{x)\ restino atti all'in- 

l^grazione fra e s anche ridotti ai loro valori assoluti. 

Similmente si osservi che se a{x) soddisfarà ad una qual- 
siasi delle varie condizioni ora ricordato, e essendo ancora 
.r) w(.r), con [i(-r) finito e privo di oscillazioni fra e ;, 
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1 r^ 



r integrale- i <o(x)dx sarà finito fra e s e V altro 

ove 9|)729.-i7n soddisfano alle condizioni poste in principio 
del paragrafo precedente, sarà tale che la sua derivata n* o 
l'estremo oscillatorio 7^**^ della sua derivata (n— !)• moltipli*^ 

ù(x) 9j epa . . . ^n 

cato per ^^-^ resti atto alla integrazione anch^ 

X 

ridotto ai suoi valori assoluti, allora la formola del paragra 
precedente : 



+ 



I (i{x)^x)tp{x,h)dx = \ / a(rr)p(.r)P.f)y(x,A)cir 

+ / <^) pW ?i ?« ... fnf- > f{x , h)dx, 

coir applicare agli integrali del secondo membro che compa- 

«-1 
riscono sotto il segno \ i risultati ora ottenuti, ci mostra 


che r integrale / ai{x)^x)f{x^h)dx^ dipendentemente da e, sarà 

minore di quel numero che più ci piace dopo che h sarà dive- 
nuto abbastanza grande; e lo stesso accadrà se, avendosi anche 
a(x)=p^(jr) <Oq(x) con Pq{x) e tì)„(a?) analoghe alle p(x) e fa{x) 
precedenti, queste funzioni Pq{x) e oi)^(xr) soddisfaranno alle stesse 
condizioni delle p(.r) e to(.r), perchè allora ogni termine della 
somma del secondo membro della formola precedente potrà 
trasformarsi colla equazione: 

/ a(x) p(x)P, y(*) f{x , h)dx =\! / Po(^) Q*' 7o^''V'W P. 7<'> ?(a-,/Orfj 



X 



-[■ / p('-) P. f .-^oC'O 'l'I 'h ■ ■ W To'"' yC-»- , /') f^»-, 



ove ■J'p'l'i ,..,V-t 1 Q''iTo'''' so^o le funzioni analoghe alle 
Yi , Yj , . . , tp„ , Pj, 7*'' relative ora alla funzione a(a'); e in questa 

equazione gli integrali che compariscono nella somma ^ han- 

no per limite zero per fi^oo per la ragione che le funzioni 
che TÌ iìgurano a moltiplicare il fp{x ,h) Soddisfano alla terza 
delle condizioni indicate poc'anzi, e l'ultimo integrale ha pure 
per limite zero per A^oo , perchè ÌI prodotto (-(a") P, 7''* per 
«=+0 ha per limite zero, e l'altro P»^"^^ 'ì'' "t*^ ■ ■ ■ V Y*'" ^^^^ 

atto alla integrazione anche ridotto ai suoi valori assoluti. 
Un ugual risultato si ha se «(-t') soddisfa alla condizione 
afri 
del §. 27, quella cioè che il quoziente -^ sia atto all' inte- 
grazione anche ridotto ai suoi valori assoluti; e anzi allora non 
TÌ è neppure bisogno di porre per |3(.c) altra condizione all'in- 
fuori di quella di essere sempre finita; dunque riassumendo ora, 
coir osservare che se f[x) e F(x) sono due funzioni tali che sì 
abbia; 

■ n.') = fi+O) + aW , FW = rC+0) + K^) , 
ove a(.T) e ^■x) per a; ^= -|- hanno per limite zero , sarà : 
f{x) FM - «+0) F(+0) + F(+0) «w + rt+O) K^)+-W ?(■>.■) , 
ai può ora evidentemente concludere che , se la funzione fl-i:) 
„ fra e E è finita e atta alla integrazione e f{-\~(>) ha un 
a significato, ad essa sarà applicabile la formola (6) tutte le 
, volte che soddisfi ad una delle condizioni seguenti: 
, I, di non fare oscillazioni ira e e; 

„ II. che il rapporto incrementale destro di 

■ A^) P^' punto a;=0 resti atto alla integrazione negli intor- 
, ni a destra del punto zero anche ridotto ai Buoi valori 
, assoluti; 

, III. che per s abbastanza piccolo in ogni intervallo 8 
fra e e che non termini al punto zero sia D <^c?, sia 




D log S <Ca, esseudo D i'oa e illazione ìd questo iutervallo, e 

un numero finito, e 3 un numero positivo piccolo a piacere; 

, JV. che essendo f{x) —[{+()) ^ a{x) = pix) mix), con 
f(j) ptÌTO di oscillazioni fra e e e ì>ì{x) continua fra e s 
(0 al più esci.) e sempre fioita, sia limp{.T)xX =0, es- 
sendo X l'estremo oscillatorio di »; 

, V. che essendo ancora flx) — /I+O) ^ a(j)=^p(j) iù{x), 
con p(;r} e m{-r) dotate delle proprietà ora indicate, ma 
senza che il prodotto ^x) x X abbia per limite zero per 

.c=-}-0, si trovi che X a! scompone in due fattori (i^^), v(j) 

il primo dei quali \l{x) è tale che (>(x) ^[-r) ha per limite ^ero 
pur x^=-\-0, e il secondo v(.r). oltre a crescere indefinitamente 
senza oscillare quando x tende a zero, ha un estremo oscil- 
latorio atto all' integrazione fra £, e e essendo 0<CEi<|e, 
gode della proprietà che x v{x) col tendere a zero d) x non 
va decrescendo, e se y_{x) è una funzione che per x diverso 
da zero fra e e ha per derivata p(j;)v(3;), il pmdotta 
a{x) y_{x) per a; = -f- '^ ha un limite determinato e finito ,■ 
talché se v{x) non tende a zero con x il prodotto P(-p) v(i) 
dovrà essere atto alla integrazione fra e s; 

, VI. che essendo ancora /i;x)—/i;-j-0)=fi(J:)ti>(x), con [.(.t) 
privo di oscillazioni fra e e, e tii{x) continuo, almeno fuori 
del punto zero, e sempre inferiore a un numero finito, X sia 



atto all'integrazione fra e, e e con 0<Ì^ 
(,{x) X sia atta all' integrazione fra e 



<;s, e la funaione 
E anche ridotta ai 



ralorì assoluti ; 

, VII, che finalmente essendo sempre f{x) — f[^0)^ 
= fi(j-) (o{i), con p(a') privo di oscillazioni fra e s, e ta{x) 
qualunque purché atto alla integrazione, e (p, .'ff,..,^.. soddi- 
sfacendo alle condizioni poste in principio del paragrafo prc- 



, cedente, l' integrale 



■}- / «){x)dc 



Ix fra e E sia sempre 




-r{j,'W=— / — '— I . . . l — / m(x)dx sia tale che la sua 
f'jQ f'^Jo .'O f^J 
a derivata n' o V estremo oacillatorio 7'"' della ma derivata 



r ^I-^lllJX 



- resti atto alla in- 



, (h — 1)" moltiplicato per - 

, tegrazione anche ridotto ai auiii valori assoluti. 

, E se al tempo stesso la funzione F(J.') fra e e è finita 
, e atta alla integrazione e F(+0) ha un significato, e aoddiifa 
K anch' essa ad una di queste condizioni , la formola (G), oltre 
B essete applicabile a ciascuna delle funzioni f\x) e h\x) sepa- 
„ ratamente, si applicherà anche al loro prodotto f{x) F{x) , . 

Per abbreviare, le condizioni suindicate saranno da noi 
qualificate coi nomi di condizione I, II, III, IV, V, VI e VII 
reapettivamente; e come già notammo al §. 38. si può oaaervare 
che alla coudizione VII potrebbe sostituirsi l'altra che il pro- 
dotto (j{x) ^,rp^. . .■p„ ■('"> soddisfaci-8se invece a una delle con- 
dizioni I, III, IV. V o VI. Naturalmente poi la coudizione VII 
per l'arbitrarietà che resta nelle funzioni y,,'f2...,7n e nel 
numero intero «, che può easere anche grande a piacere, dà 
luogo a molte condizioni speciali delle quali ora può tornare 
utile r una ora V altra come si disse al §. 38 . 

Per ciascuna poi delle sette condizioni aopra enunciate 
(p(j:,A) dovrà sempre soddisfare a quelle speciali che via via 
respettivamente le abbiamo imposte, e potremo sempre pren- 
dere per f(x , h) una funzione che soddisfi alle condizioni del 

§, 32, e in particolare anche f{-T,h) = -. 

40. Merita inoltre di essere notato che tolti i casi in cui 

f{x) soddisfa alla condizione I e VI o a quella parte della 

' condizione III che è esprestia dalla formola D <lc5, in tutti 

gli altri casi che ora abbiamo indicato, fra le varie condizioni 

cui deve soddisfare f(.r,ft) vi è sempre quella che il prodotto 

I X!f[x,h) resti numericamente inferiore a un numero finito B pei 

I Talori di i fra es e per qualunque valore di h; e quando in 



dati studi occorrcsae dì toglier questa restrizione rispetto a 
tp(x , h) allora bisogna modificare alquanto le condizioni enan- 
ciate aopra rispetto a f{x). 

Così per es., quando, invece di *y(r,A), resti finito e 

inferiore a B soltanto il prodotto x f{x , h) con v> 1 , allora, 

osservando che la somma T ^> / ?i(^ th)dx considerata al 

1 -'a, 

g. 29. è inferiore a D^B / -^ , ovvero a ( ^ . "" J 

si vede che alla condizioue III. nella parte che è espressa dalla 
disegnaglìanza D log S<Ca bisogna sostituire l'altra D 5 <[3. 
Similmente , riprendendo gli integrali 
ci[a,)X, (j — a,)7(.r,fi)dx considerati al §. 30, si vede che 
nel caao attuale la loro somma è numericamente inferiore a 
—o~ S "^"'^ ^•' *» ( — ) ; e quindi ei trova al modo stesso 
elle in questo caso alla condizione IV. lim p(x)a;X =0, biso- 
gna sostituire l'altra lim f.(.c}j; "'' >. =0; e in modo simile 

si potrebbero trasformare la condizione V e la VII. 

Pu6 darsi poi ( e ciò acciide per es. per gli sviluppi in 
funzioni sferiche) che f(j',/j), oltre a portare un fattore che 
cresce indefinitamente all'impiccolire di t, come nel caso di 

(p{x,A)=——, ne abbia nno che cresce indefinitamente con ho 
con — ; e qui mi piace di accennare qualche cosa relativamente 



P 

•^a. 



al caso in cui f{x , h) è della forma 



fjMH-'J') 



, ove T,{aJ 



diviene infinito con — in modo che il prodotto «i yiC«i) «- 



sti finito, e fp,(a; , h) è sempre inferiore a un numero finito B, 
e del resto sono soddisfatte tutte le altre condizioni poste sopra 
per f (i , A). 



In questo caso la somma 
ftl §. 29. è inferiore 



yD, / f^{x,h)dx considerata 



D*^,(«i) B(log8 — logs) secondochè v è diverso da uno o 

uguale ad uno; e quindi, ammesso che sia '{p|(ai) = ~ ove 

i, è inferiore a un numero finito i^ , alla condizione HI nella 

, parte D Iog8<;a dovranno evidentemente sostituirsi le altre 

n, 

v>l;e 



, -J <lo quando v< 1; gjn:|zj-<(J ' 



D8J£B«_ 



'<;o quando v=I 






Riprendendo poi gli integrali / a{a,)X,{x — 7.,yf{.r ,h)dx 
Jix, 
del g. 30, si vedrà ora che la loro somma è numericamente 

' 2s.,l' ■ 
BpAfl Y aK)X".a, f-, — a,), e ae [t<l essa HaA 

~2~ r ~«7 — 

ancbe inferiore a !LffiiV «(«JX*. ». (a,,,— a,), OTTe- 

2 Y 

^ — — essendo M il massimo valore assoluto dì 



<«.)).''.■ 



2 



; talché ripetendo i ragionamenti del §. 30 ai 



Tedrà elle in questo caso di iK^i) ^ — u con [J. <^ li ec- » alla 



condizione IV può sostituirsi l' altra che ■ il prodotto 

, p(a^) X X . resti nnmerìcamente inferiore a un certo Domerò 

, finito, senza avere ora per ^x , h) alcuna condizione rapporto 

, alla serie \( — ] .. — In modo eimile si trasformeranno le 

, coodisioni V e VIL 

41. Fin ora abbiamo ammesso cbe la funzione f[j:) da 



■>Jak 



noi consìilerata negli integrali / f{r)-^x,h)dx fosse sempre 

finita nell'intervallo di integrazione. Quando però z{x,h) per 
valori convenienti di a e & per es. positivi, soddisfa alle solite 
condizioni : 

e per A finito è sempre finita nell' intervallo nel quale si con- 
ndera, è facile vedere dte le formole: 



'^j^T,h)d^ = G. 



(12) 



,6 rb 

!ìm / /^j:)?(x, A)dx=0, lìm .flx)f(x , A)Ar=G/t-i-0), 

continnano a snssaistere anche quando f[x\ pur soddisfacendo 
a tutte le altre condizioni che abbiamo posto respettivamente 
per Tona e per l'altra delle foratole stesse, cessa dì soddisfare 
a quella di mantenersi sempre finita, e diviene invece infinita 
in nn grappo finito o infinito di pnnti di prima specie, purché 
peri» essa r«sti atta alla integrazione anche ridncendola alla 
fnuìoDe fi[x) dei snoi valori assoluti, e purché nel caso della 
wmaSM fonoola i punti d'infinito (* nano diversi dal ponto 
»=0. 

>e, sotto queste ipotesi. 



gli integrauj A')?(',*)rf'. jfx)fix,k)dx i 



93 

Lifioato per ogni valore finito di h; e siccome supponiamo che 
t^y xion sia infinita per ar=0, se si pone: 

j f{x)f(x,h)dx=n + / Jf{xyp{x,h)dx, 

pK^trà sempre intendere di avere preso per a nn numero 
T^er^o da zero e compreso fra e 6 tale che fra ed a non 
dckno punti d^ infinito di f{x) ^ e allora T integrale 

/^(^-oc) ^{x , h) dx sarà precisamente come quelli considerati 
O 

ei paragrafi precedenti ; talché per dimostrare che nei casi 
aiudicati continuano a sussistere le formole (12) basterà limi- 

tarsi a studiare gli integrali della forma / f(x)tp(x ,h)dx, ove 

Ja 

0<:a<J. 

Considerando dunque T integrale | f{x)f{x^h)dx^ sup- 



poniamo che se f{x) diviene infinita in un gruppo di punti di 
ordine v ^0 fra a e 6 ( a e 6 incl.)i essendo < a < 6 1 essa 
niii atta alla integrazione anche riducendola alla funzione f^{x) 
M saoi valori assoluti; e valendosi del teorema del §. 13. im- 
iBtgÌDÌamo racchiusi i punti dMnfinito di f{x) e f^{x) in un nu- 
OMro finito d^intervalli t\ ,^i ••) ^'<i** ^^^^ ^^^ ^^ somma degli 

integrali 1 fi{x)dx ^ \ f\{x) d x ^ . . . estesi a questi intervalli 



\ifu{x)dx, fax 



lii minore di quel numero che più ci piace o . 

Allora se fo ^ ^' limite superiore dei valori assoluti di 
T(^i A) per X compreso fra a e 6 ( a e h incl. ) e qualunque 

na i, ognuno degli integrali / f{x)tp[x^h)dx è numericamente 

•4 



inferiore a ^0 / fi{x) dx ( m. 1. §. 225), e quindi la loro 



som- 



ma sarà inferiore in valore assoluto a ^g "y / fi{x)dx o ft ^ a 

Tolti poi gli intervalli i(, negli intervalli restanti (che saranDO 
in numero finito) la iunzione /(j*) è sempre finita,' e pel teo- 



rema del §. 22. ( 



ilìyA^)7(.f,A) 



dx estesi a questi 



ultimi intervalli col crescere imlefioito dì A potranno rendersi 
minori di quel numero che più ci piace; quindi evidentemente 
pab dirsi co^i dimostrato quanto volevamo . 

Aggiungiamo che nel caso particolare di fp{x,h) = , 

per questa dimostrazione e per la formola (5) del §. 23. si può 

dire che se 0<;a<Ci< , «i avrà in valore assoluto: 






" A Ben a 



n+^\ì'-^-+'S.f.f'^'^ 



essendo X il limite superiore dei valori assoluti di /(j-) negli 
intervalli Ì, , Sj ■ ■ • che restano in (« , 6) dopo di aver tolti gli 
intervalli i/, e p il nnraero degli intervalli in cui bisogna scom- 
porre gli stessi intervalli t, , £, . . , quando ei vuole che la 

l' 
•omma corrispondente V S, D, sia minore dì quel numero che 

T 
piti ci piace a. 

Inoltre aggiungiamo che ss i punti d' infinito di /{x) fr» 
aoh sono in numero fluito, e la funzione s(j,A) itnche col 
crescere indefinito di A fu sempre soltanto un numero di oscilla- 
zioni ft» a e b non superiore a un numero finito ( il che però 

non si verifica quando t(j: , h) = — \ allora non è neees- 

sen X / 

sari© porre la condizione che f{jr) resti atta alla integrazione 
anche ridotta ai suoi valori assoluti; perchè se il numero delle 
oscillazioni_di ?{c,/j) fra a e ì non è mai superiore a p, ap- 
plicando il teorema del §. 207 del mio libro a ciascuno dei 



intpprati deGniti singolari relativi ai punti d' infinito , e poi 

passiindo alla considerazione dei contributi corrìapoiidenti 

>'ai+''i ro^+e'a . . . . ,. 

I , I . . .ai vede che ciascuno di questi integrali 

./«, — Sf -'l'i — Gj 

può renderai minore di 4 pipa, quando si prendano s, , E], . ., 
«', , g'j , ■ . in modo che gli integrali definiti singolari 

I f{T)dx, j ff,i)<1x ,. .ove 0<5, <E, ,0<8', <s, .... siano 
A,-!, J,, + l\ 
numericamente inferiori a o . 

42. Dobbiamo pure avveri ire che !a proprietà dimostrata 
nel paragrafo precedente pel caso particolarissimo di 

a(i,A)= — ■ e di un numero finito di punti d'infinito di 
'^^ ' aen r '^ 

f[x) fra a é b fu data da Dirichlet-, né il suo lavoro portava 
che egli dovesse occuparsi del caso di un numero infinito di 
punti d'infinito, poiché egli considerava soltanto le funzioni 
che in uo intervallo doto Fanno un nnmero finito di oscillazio- 
ni, e in queste evidentemente il numero dei punti d' infinito 
non può ess re che finito. Nel caso di Dirichlet poi non vi 
era biaoEmo di pcrre la condizione che f{x) restasse atta alla 
integrazione anche riducendola ai suoi valori assoluti, poiché, 
come è noto, questa condizione porta una restrizione soltanto 
rispetto ai valori che la funzione prende negli intorni dei 
punti d'infinito ( m, I. §. 225) ed è sempre verificata nel 
caso di Dirichlet, perchè la funzione flx), avendo un numero 
finito di oacillazioni, negli intorni di qu^i punti finisce per avere 
sempre lo stesso segno, o tutt' al più il cangiamento di segno 
avviene passando dall' intorno a destra a quello a sinistra. 

Pel caso poi delle funzioni 'f{x,k) generali la proprietà 
dimostrata nella prima parte del paragrafo precedente fu data 
la prima volta dal Du Boia-Reymond per un numero finito di 
punti d' infinito dì f{x), e accennata da lui anche pel caso di 
nn numero infinito di punti d' infinito di f{x). 



IT. Applicazione dei risaltati precedenti 
a^li sTilnppi in serie di Foorier. 



43. I risultati generali che abbiamo ottenuto conjncono . 
molte serie e a molti integrali atti a rappresentare anatiticaniM)t= 
funzioni dì una variabile reale date arUitrariameiite 
intervalli, come mostreremo diirusaniente nel capitolo 9»gun)t^ 
Ora troviamo utile di incominciare colf applicare i rìsult«tJ 



così intanto come essi conduci 
nei quali la serie di Fourier: 



uAx 



I a trovare i casi più notevol 



(2) 



2^0 + ^ ( Oh eoa w I -f 6» aen « X ) , 
1 

1 T" i r* 

a,= - f Hx) coanxdx , bn = — 1 f.x) atanidx. 



può servire a darci il valore della funzione i\x) o il valore me- 
^.^ ffr+0)+/I.-0) 

Ricordiamo perciò che, come già trovammo, U somma A. 
de! primi n+l termini di questa serie pel valore n di « è: 



^Ik 



.2jdJ, 



:(»-.) 



e quindi ponendo r — a = 2y, e 2n+l=A, si ha; 






i 
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»j3che cambiando y in —y nel primo integrale: 



7C — a 



A. 






2y) 



sen hy 
seny 



dy-\- 



1 r 2 

^^0 



, ^ . sen A y 

+2y)— -f 
Q seny 



dy; 



e 
io 



13 e1 caso particolare in cui sia a=7C o a = — tc, uno dei due 

t^egrali che qui compariscono verrà a mancare e T altro si 

urrà fra e ;c. 

Ora ammettendo per es. che oc sia nullo o positivo, ma 

iore a ic, e indicando eoa 7] un numero piccolissimo infe- 

it — a 
nojre a — ^ , si potrà scrivere evidentemente:. 



A. 



-m. 



ic-\-a 
~2~ 



lAa- 



2y)Tirr^''y + 



seny 



+ 



7c — a 



^vvX 



/l«+2 y) 



sen h y 
seny 



dy, 



o ATiche: 



7C 



1 n 



X2 



) seny 



„ .senAa? , 

2y) dy+ 

^ seny 



«—a 



ic+a 



+ 



J^iv . rt xsen A y - , T^ ' ^ .sen hy . 
/«+2 y)-^ _^<i y + j^ A«-2 y)-^ d y , 



^ quindi per trovare il limite di Ai, per n=oo o per Aas=soo , 
^aiterà esaminare i varii integrali che compariscono nel secon- 
do membro di questa formola. 

Ma ammesso, come è naturale, che la funzione f[x) sia 
atta alla integrazione fra — tc e ir, e ammesso inoltre che se 



diviene infinita in an gruppo finito o infinito di punti di prima 
specie in questo intervallo es^a resti atta alla integrazione an- 
clie rìducendola ai suoi valori assoluti, basta applicare la se- 
conda delle forniole (12) del capitolo precedente per concludere 
subito che il secondo e temo dtgli integrali che qui compari- 
scono hanno per linji'e zero per fi:^oc' . 

Il quarto integrale poi mancherà evidentemente se «=0; 
e se a^O col cambiarvi f/ in t: — i/, e coU'osservart* che A è tra 



numero dispari si ridurrà all'altro 



[n«- 



. , „ .eeoAy , 

-2;t + 2w) ~ dy 

^ ^' sen y ^ 



che per A=oc ha pure per limite zero; quindi tutto si riduce 
ora a esaminare l'integrale / (/(a-f 2y)4-A'' — 2y)J - — ~d^ 

nel quale figurano soltanto i valori di f[x) nei punti di nn 
intorno piccolissimo (a — 2 tj , a-j-2i;) del punto a che si con- 
sidera; talché, osgervtindo ora che un ugual risultato ai trova 
quando a è negativo o nullo e differisce da — it, noi possiamo 
aff'ermare intanto che quando f{x) è atta olla intpgrazione fra 
— ;: e ir, e se diviene infinita in un gruppo fluito o infinito di 
punti di prima specie in questo intervallo resta atta alla inte- 
grazione anche riducendola ai valori assoluti, la somma della 
serie (1) pel valore a di j compreso fra — ;: e ;: { gli estremi 
ora al più esci. ) dipende soltanto dal modo di comportarsi di f{x) 
in un intorno comunque piccolo a destra e a sinistra del punto 
a, ed è il limite per h='xi dell' integrale: 



\f^ 



fl«+2!/)H 



quando questo limite eaiata. 

Se poi a=fc, allora avendosi: 






senÀy , 



■(X+O'-^'"^"- 



J 



> cambiando y 



— ij nel secondo integrale, ec. 



l_/J„._3,„+rt_,+.2,„!=Al'.,+ 



f j !/T;ir-2 



y)+/ì-JtH-2y)( dy, 



! che la somma della 



-Integrate 



® lo stesso accadrà anche per a= — ii, talché pei punti estre- 
mi ±;i la somma della serie viene a dipendere soltanto dal 
naodo di comportarsi della funzione /^J) negli intorni di ambe- 
rò© questi punti nello stesso tempo, e anche se vuoisi nell' in- 
torno di quello soltuuto che sì considera di questi punti, quando 
8 intenda che la fumtione f\x) sia continuata in alcuni intornì 
* Binistra di — ;: e a destra di ir con una funzione che riprende 
gli stesiti valori della funzione data f,x) in punti distanti da x 
di multipli di '2 n, per modo cioè che la funzione stessa risulti 
periodica e col periodo 2;:, 

In ogni caso adunque la convergenza, divergenza o inde- 
'sriii in azione della serie di Fourier pel valore a dì x viene a 
'^"Iwndere dal modo di comportarsi dell'integrale 

I /^ Ben A V 

^J ;rt«4-2y) + Aa-2i/)i -^^'J^ o^« 'l ^ «» numero 

fisso ma pircoìo ad arbìtrio, quando s' intenda, onde compren- 
dere i punti estremi a= +ic, che la funzione sìa continuata in 
pÌc<'.oIì intorni anche a! disopra dì - e al disotto di — ;: con una 
rmiiinne periodica con quella data e avente per periodo 2;:; e 
pnipriamente se questo integrale ha un lìmite determinato e 
ftttilo per A=jc la serie dì Fourier pel valore a di x è con- 





Tergente e ha per somma questo limite; mentre se lo t 
integrale è indeterminato o è iiitìnitn la SPrie steau è pan 
indeterminata o è infinita. — £ poitjliè questo integrale, e 

do della forma precisa dell' altro / f{x) ■ 

h 



-Ax, è caso p m ' ^sl ' 



^0 



dx che noi abbiamo stiidiat* 



Ucolare di quello 



nei paragrafi precedenti, basterà ricordare i risultati ottinot^A 
per quest' ultimo integrale onde avere subito dei casi iii cui le- ■ 
serie di Fourier considerata per tin vntore qnalanqne x di '~— ' 
fra — i: e x( — r e 5t iucl.) è convergente e di essa ai codosc»-=» 



44. E diratti, intendendo sempre nei teoremi che ora ennns 
ciercmo che la nostra funzione /(r) sia atta alla iutegrazion- 
fra — - e ;c, e se è infinita ai mantenga atta alla infcegrazioa 
anche riditcendnla ai suoi valori assoluti; e intendendo ìnoltr 
( onde comprendere nei nostri enunciati il caso in cni x sì: 
uguale a ±r.) che questa funzione f{i) sia continuala iti piccol 
intorni anche al disopra di r e al disotto di — :; con una fan —m" 
zinne periodica con qnella data e avente per periodo 2 ic, ba 

sterà applicare alcuni dei più semplici fra i rìanìtati geoent ^^ 

ottenuti nel capitolo precedente agli integrali 

« Jq sen y != Jq 

1 r^ 

separatamente, o alValtro / \f{a — 2 

per giongere subito ad enunciare i teoremi seguenti: 

I. , Se in un piccolo intorno («— t] . a+Tj) del punto a 
, la funzione f[x) è sempre finita e non fa un numero infinita 
, di oscillazioni, la serie di Fourier (1) per x^^x è convergente 



, e'ha per somma' 



f[a+0)+flt-0) 



, per modo che se od punto a 
, f{x) è continua la somma della serie stessa sarà precistunrot' 
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* il valore /{j:} della funzione . S' intende che in questo caso 
, /la+0) e f{i — hanno certamente un significato ,. 

E , se, qualunque aia il modo di comportarci di f^x) negli 
, intorni del punto a. la funzione T{i)^f{a-\'t) + /la— per ( 
, compreso fra e i] è finita e non fa un numero infinito di 
. oscillaziuni, allora la serie di Fouripr per x=!t sarà ancora 



, convergente, e la e 
, quindi sarà ancor 



. lim /Ì^+O + A^-O 
I somma aara , f, ^ -, 



/(«+o)+A«-0) 



tutte le volte che 



, /i^a+O) e f[i—Q) hanno un valore determinato e finito ,. 

, Lo stesso poi accadrà se f{x) sarà continua nei punti 
, dì intorni a destra o a sinistra di a, e farà un numero infi- 
, nito di oscillazioni in uno o in tutti e due questi intomi 
, (infiniti massimi e njinimi), purché però i massimi e minimi 
, vengano a sparire in f{x) o in F(0 colP aggiungervi una 
, conveniente funzione di primo grado, ec. , . 

II. , Se nell'intorno del punto i la funzione f[x) è finita e in a 
. ha tutt' al più una discontinuità di prima specie, ma consìde- 
, rando separatamente gli intorni a destra e quelli a sinistra di a. 
, e intendendo ogni volta ristabilita la continuità nel punto a, 
, si trova che in questo punto i rapporti incrementali destri 

. '^ — f — e cosi quelli sinistri ' '_' 

, sono sempre inferiori a un mimerò finito, o almeno se cre- 
. scendo indefinitamente restano atti alla integrazione rispetto 
, a t anche ridotti ai loro valori assoluti , allora la serie di 
, Fourier per x = a sarìi convergente e avrà per somma 

2 

Più generalmente „ se per (^=0 la funzione F{/) ^/(a+JH- 

, +/(«—') sarà continua o avrà tutt'al più una discontinuità 

, di prima specie, per modo che il limite di f{i3.-]-t) -\- f[a. — () 

, per (=0 sia determinato e finito, la serie di Fourier per x^a. 

lim /■(«+() + A«-0 
, sarà convergente e avrà per somma f^n s 



L 



quando il rapporto incrementale deatro dì f{i-{ t) -|- f[a — ()^ 

Cloe T '^-— — già sempre la- 

feriore a un numero finito, o almeno resti atto all'integra- 
zione anche ridotto ai suoi valori assolati ,. 

E cosi in particolare , ae f{x) sarà finita e continua nel 
punto a, la serie di Fonrier per i:=a sarà convergente e avrà 

iV+i) -2 A') + »»-') 



per somma f[x) quando il rapporto - 



( 



non cresce indefinitamente col diminuire indefiuitamente di 
t, o almeno resta atto alla integrazione anche ridotto ai va- 

lori assoluti .. 

Né pu6 lasciarsi di osservare che questo rapnorto non è 

altro che la differenza dei rapporti incrementali destri e sinistri 

Ugnali di (; e in conseguenza del teorema ora enunciato si paò 
anche dire in particolure che , ae gli estremi oscillotorii dei rap- 
, porti incrementali deatri e sinistri dì f{x) presi nel punto a, 
, almeno quelli destri di /l[i+0 "h/l*— pr^^i ""il punto 
, i^O, saranno , finiti, allora la serie dì Foiirìer corrìspondeu- 
, te per x^a sarà convergente , e avrà per somma 

lìm /V±0+/la--() 
- fc=0 2 

III. , Se la funzione f{r) in un intorno (a— vj, a-f-rj) del 
, punto a è sempre finita, ed è continua per tutto, tranne 
. tutt' al più nel punto a ove può avere una discontinuità ordì- 
, naria, e se indicando con 3 un numero positivo arbitniriameutu 
, piccolo e con D^ le oscillazioni che eaaa fa, in ogni inter- 

, vallo S preso in questo intorno cui non appartenga il punto 
, a sì ha D.log 3<](j, la serie di Fourier per -t^^a sarà 



I convergente e avrà per sommi 



ff.+o)+/i:.-o) 



, Un ugual risultato si ha pel caso in cui queste condi- 
, zioni anziché per la funzione f{x) sono soddisfatte per la 



Ì'-KÌ 

, fanzione F(() =: ^a-fO+Zl^' — in un intorno (0 , tj) a destra 
, del parto t=0 . 

rV, , Se la funzione f^x) in un intorno (a — tj , a+^l ^^^ 
a ponto et è sempre Gnitii ed è continun per tutto tranne 
a tott' al più nel punto 9 stesso ove può avere una disconti- 
« nnità ordinuria, e se il prodotto di x - -( per le sue derivate 
,- o per gli estremi oscilliitorii dei suoi rapporti tocrementali 
f conaiderati nei punti dello stes.°0 intorno fuori di x ba per 
B lìmite zero per x=a., la serie di Fourier per J'^^a sarà 

, convergente e avrà per aomtua - — - — —~ , . 

, Ugual risultato si liii pel caso piii generale in cui questa 

, condizione è sod disfatta per la solita fun-ione F(()-=^a-}-0+ 

• -fA'='+0 uell'iiit-onio a deatra del punto (=0, e così in parti- 

, culare si può dire che, se nei punti diverai da a dell'intorno 

, (a— Tj , a-f ''i) ''' ^ '* funzione fix) ba una derivata determinata 

, e finita, e l'altra /^a+f) -f /{a— () per (=0|ha un limite 

, determinato anch' esso e finito , basterà che il prodotto 

- '[rC"+') — /*{'^— '■'] abbia per limite zero per t=0 per 
, potere assicurare che la serie di Fourier è convergente per 

, .i:=a e ha per somma (^q— — J^ - ■ — — , . 

Invece poi di queste condizioni basterebbe anche che fos- 
sero soddisfatte le altre che , essendo /t«-|-()=A*+0)-h p('W)> 
, e M-t) = f{a.^O) + (.,{t),^,it), o F(0 = lim[/I«+O + 

- +A«-0] + ii{l)'"iit\ le funzioni [.[t] e .o,(0, o l'altra ^^t) 
, nell'intorno del punto (^=0 a destra non facessero oscillazio- 
, ni, e le funzioni ia(,t) e ui,(0, o l'altra oii{t} fossero sempre 
, fiiite e tali che i prodotti i.{t)t\ , e f((/)<X o l'altro 



, p,(()(>. 



isero per limite zero per t = 
estremi oscillatorii relativi a u 



-)- , essendo 



V. Similmente , se f[x) avrà una derivata determinata e 
, finita fuori del punto a, e f{a-j-t) + f[a—t) per (=0 avrà 
, UD limite pure determinato e finito L, ma i limiti di tf{a-\-t) 




etf\a—t) o quello di i{f'{<t-'rt)—f'{a—ty} non sarann^o 
zero, allora perchè la serie di Fonvier si» ancora convergente 
per .'■=« e ubbia per Bouima L basterà che fra e )) (l^O) 
ciascuna delle funzioni f {'t-\-i)ef ii—t) o la loro HiTerenM 
f('i-\-t) — f{i—t) ai scomponga nel prodotto ji(( v[() di 
due funzioni l' una delle quali y.{t) tende a zero con / e 
1' altra v(0 cresce indefinitamente senza oscillare, e Iia una 
derivata o un estremo oscillatorio atto alla integrazione 
fra T;, e f] (0<;tj, <t,), mentre ( v{() al t''ndere a zero di 1 
non va decrescendo, e ì due prodotti [/('+') — /l^+P)]^'}, 

[y(a-0-A»-o)]-.(() o runico [/la+0-l-/t=t-O-M-Cf) 

sono atti air integrazione fra e i] ,. 

E anche qui più in generale può dirai che , se, essendo 
ancora come nei casi precedenti /l«-f O^/l^^+OJ-f f {0*"*COi 

e /i:«-0=^a-0)+ f.CO^.C) m-,% \ /"(«+<) + 

-i-fla — () j -J- f'ìC')<»*(0 ' "^"^ anreino nel caso IV. ma però 
per ea. per la PìU) io.{t} , ui^((j sarà tale che >. si scom- 
porrà nel prodotto [i(0''(0 di due funzioni che soddisfano 
alla condizione V. del §. 39, allora la serie di Fourier cor- 
rispondente per x:='( sarà ancora coavergente e avrà per 

. „ lim /l:«+0 + «'-') 

somma . _ n ^ . 

VI. . Se poi la funzione fix) nell' intorno (a — t; , «+7i) 
del punto « avrii un estremo oscillatorio che quand'anche di- 
venga infinito in punti fuori di a ma vicini quanto si vuole 
od a, è atto ali" integrazione anche ridotto ai suoi valori 
assoluti tanto negli intorni a destra che in quelli a sinistra, 
allora per x=x la serie di Fourier sarà ancora convergoot 

/Ia-Ì-0) + /ta-0) 
e avrà per somma — ■ '^-^ — ■ — -: , . 

. E a! solito se f[i^l) = f\a+Q) + j.{t),^{l). a^-t)^' 
=/(a-0)+f-|(Ow,(0. basterà cLeX e X siano atti all'in- 
tegrazione fra Tj, e t; {0<7;,<;t;), e le funzioni [.(l)\ ,p,(()X 



ì 



. Io siano fra e T/ anche riducendole ai toro valori assoluti; 
, o 86 si avrà F(0 = lini ^°'+') + Jl?n^^_p^(f) a^((), taaterà 
, cKe X aia atta alta intecrazione fra 71. e t, e pJt)X sia atta 
( all'integrazione fra e 7] anche ridotta ai valori assoluti ,. 
VII. . Similmente ee, essendo fi i!Fi •■■<?»< ^ '{'i i*)*] •■■«*{'» 
. funzioni cbe soddisfano alle condizioni del g. 36. i due 
, integrati : 

9-Vo '!'"-»"'o ■{■--» Jo *'-^0 

sono tali che le loro derivate «* o »'*, o gli estrerai oscil- 
latorii delle loro derivate (n— 1)' o (»' — !}• moltip^ica^.i re- 
spetti vatu ente per —-^-^ ^_i_. ^ ^^i ti . — 1_ peg^ino atti ali in- 

t'grazione anche ridotti ai valori assoluti, la serie di Fourier 
sarà ancora convergente per x=k e avrà per somma 
/(«+Q) + /\a-0) 
2 
E al solito anche questa condizione potrebbe invece 
enanciarsi per la funzione F(() o trasformarsi col supporre 
f(a-Ì-t) = /Ta+0) + f,(') «('), f{^-l) - A*-0)-t-p,(O «,(().«., 
come anche si potrebbe via via supporre che la funzione /{a:) a 
destra di a verificasse una delle coudizioni qui enunciate, e 
a sinistra ne veriticawse un altra, re. 

Queste condizioni, anche considerate soltanto a destra o 
soltanto a sinistra del punto n, saranno dette condizioni 
I, il, ... , Vii respetti va mente. 

45. Questi risultati che noi abbiamo dati soltanto pel 
punto x^% si applicano naturalmente all' intiera intervallo 
( — K, t:) in cui è data la fonzione f[x), quando in ogni punto 
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di questo intervallo siano soddisfatte una o più delle condii 
che nul paragrafo precedente abbiamo date come sufficienti 
punto a stesso. 

Così per ea. in forza della condizione I. si può dire 
, la serie di Fourier (1) ove i coefficienti Ob e 6, han 
, valori (2), rappresenta la funzione data /(.e) in ogni pur 
, fra — jc e jt, dandoci però per suo valore nei punti a. di dis 



, tinuità il valor medio ' 
, ±5t il valoi-e medio — 



- e nei punti ecfa 



-T+Q)+ /t'r-0) 



tutte le volt* 



, questa funzione f{x) fra — t: ere sempre finita e ià solt 
, un numero finito di oscillazioni ,, per modo che in qi 
caso (che è quello considerato da Dìrichhi) se f\f) è a 
sempre continua, la somma della serie è f\j:) in ogni pnn 
interno all' intervallo ( - t , tt), e nei punti estremi ± jc 



valore medio 



fra i valori estremi . 



Lo atesso accade pei punti x fra — tc e ic pei qnao^ 
è finita e soddisfa ad una qualsiasi delle altre condizìob 
KI...del paragrafo precedente, supposto al solito clie se 
diviene infinita fra — i: e 5: in un gruppo finito infinit 
punti di prima specie essa resti alta alhi integrnzione a 
ridotta ai suoi valori assoluti; ma fuori di "questi cuai, a r 
che circostdnze speciali non ci permettano di dire che lo sv 
pò di Fourier continua ancora a valere, non si potrà assic 
nulla; e anzi, come già notammo al §. 7, si conoscono efi 
vamenle anche delle funzioni che sebbene sempre finite e 
tinue fru. —t: e ;:, almeno in dati punti non sono avilupp 
in serie di Fourier. 

Però s'intende bene che lo sviluppo di Fonder viene 
plicabile a classi estesissime di funzioni fra le quali figu 
tutte quelle cbe, almeno nello stato attuale Hella scienza, og< 
di considerare nelle applicazioui dell' analisi allo studio de 
n<^meni naturali; e oltre a ciò è degno di nota che, quando 
è sempre finita e coutiuua in una certa porzione (a , b) del 



J 



tarvallo ( — ;t,r), appo^ftiandr.si sulla condizione TI de! para- 
grafo precedente, e Tacemlo astrazione dii! caso nin^olarìsaimo 
in coi gli pstremi oaciltatorii dei rapporti incrementali (Iella 
famione f.x) fossero sempre -(~oo o — oo in ogiii pnnto della 
itessa porzione (a , h) almtno dii «na parte, si piift affermare 
àia in questa porzione vi saranno sempre dei punti nei quali 
k WTÌe di Koitrier è convergente e ha per somma la fanzione 
rtPMi fi^y, poiché potrà easern incertezza pei punti nei quali 
ODO almeno di questi estremi oscillatorii (deatri o sinistri) è 
infinito, ma negli nitri punti la serie stessa sarà sempre con- 
rergente e avrà per somma f{x). 

45. Ciò preraeaso, noi possiamo dnnque affermare che se 
f(x] è una funzione che fra — t: ere atta alla integrazione 
à i gempre finita, o se diviene infinita in un gruppo finito 
infinito di punti di prima spefie, resta atta alla integrazione 
■ncbe riilucendola ai suoi valori assoluti, la formola di Fourier: 



(3) 



f{x) = ~ Oq 4- V ( a„ eoa n »: -f 6„ aen tu:). 



^ J—i: 



■) cos xiix ^ 



--m 



fix) sen nxdu!. 



RBvisterà per tntti i ponti x fra — jc e r ( — t: e - inclus.) 
pei qnali 9tino soddisfatte le condizioni dfi paragrafi precedenti, 
«Ito però a intendere sempre che in quelli *ra questi punii x 
pi i^aaii f[x) è diacon inua, pel valore di f[x) che figura al 



dì ' ' T < e P^i punti estremi ± tc (quando 



punti siano fra quelli da considerarsi), il primo mem- 



wo ìctb intendersi che sia 

^ft"lt-i H-<H-/l« -0_ 



Ed è dpgno di nota che , quando siano soddisfatte le con- 
, dizioni d'inte^abilìtà di flr) che ora abbiamo indicate, la 
, validità della forinola (3) per ogni punto speciale -r fra — t 
, e !T (±71 iocl.), non dipenderà affatti dal modo di compor- 
, tarsi di f\-v) nei singoli punti fuori di x, ma soltanto dal 
, modo di comportarsi di /{x) negli intorni di quel punt)X,. 

47. Aggiungeremo che, a causa della forma dei coeFG- 
cienti Qh e /'>,, si vede subito che quando la funzione data f(^x) 
per valori eguali e di segno contrario di j' ha lo stesso 
Tahire, la serie di Fourier si riduce a una serie di coseni, cioi 
si ha: 

(5) f[x)=': «0+"! '^°^ J-)-agCos2x+ . . +a„ eoa » a:-J-. . . , 



ro 



'-IJ?' 



cosnxdx, 



e questa formola vale per tutti i valori di x fra — it fl e 

( — Tc e ;; iiicl. ) pei quali sodo soddisfatte le solite condÌKÌooi 
dei paragrafi precedenti, e colle avvertenze fatte sop-a rispetto 
ai punti di discontinuità, e ai punti estremi ±.it, negli ultimi 
dei quali ( quando ad essi la formola è applicabile) si ha per 
somma della serie il valore f{i: — 0) o f{ — ;r-|-0). 

Se poi la fuuzioue data {{■r) per va'orì eguali e dì segno 
contrario di x prende valori uguali e di seguo contrario, ì» 
serie di Fourier si riduce a una serie di seni, e ai bR : 

(7) /(a:) = J, sen a; + tj aen 2 z + . . . + 6, sen » X 4- . . . , 



(8) 



6h=- 



f /ti) Senna: dx , 



per tutti i valori di x che soddisfano alle solite condizioni fra 
— ff e :: ( — Jt e t! incl. ), e colle solite avverteuz ; rispetto u 
punti di discontinuità e ai punti estremi, negli ulLimi dei quali 



i 
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come nel punto j=0 la somma della serie viene sempre nguale 
allo zero . 

48. Si consideri ora una fiinKÌene fra e ic che sìa atta 
alla integrazione e sìa sempre finita, o se diviene infinita in un 
groppo di punti di prima specie resti atta alla integrazione 
anche ridotta ai suoi valori assoluti, e si immiLgini continuata 
anche fra e — ;: con una funzione qualunque di>Cata delle stesse 
proprietà, e con tinn funzione che pel valore negativo — .r sia 
Uguale, o ngmile e di spgtio contmrio al valore della funzione data 
nel punto X, per modo da formare in questi ultimi casi una funzione 
fra -- e :i ptr \.i quule sì abbia f{ - x)=f^.r), o f{ —t)— — f[i). 
Allora si avranno tre futiziimi fra — ;: e z che nell'intervallo 
da a ;[ saranno uguali per tutto, e di [feriranno 1' una dal- 
l'altra soltiinto fra — Te 0; e ireste funzioni considerate pei 
valori di X fra e ic C e ;: esclus. ) soddisfiiranno o nò con- 
temporiineamente alle condizioni che si richiedono per essere 
BTiluppabìli colle forinole (3). (5) e (7), perchè queste condi- 
zioni sì riferiscono soltanto ai valori della funzione negli intorni 
dei punti corrispondenti. Ne segue che pei valori di x fra 
e Ti (gli estremi e r: esclu-i) pei quali la funzione data soddisfa 
a una delle condizioni del ^, 44, essa avrà ad un tempo le tre 
espressioni analitiche distinte (-3), 5] e (']; quindi evidentemente 
può dirai che nna stessa funzione pei valori di r fra e s 
(0 e n al più esci.) pei quali è sviluppabile in serie di Fourier 
può rap p re.se u tarai ad un tempo per una Herie di seni soltanto, 
o per una serie di coseni soltanto, o per una serie di seni e 
coseili; e evidentemente queste varie espressioni della stessa 
funzione per tutti o per alcuni valori di x fra e Jt ( e ff 
esci. ), potranno anche servire a stabilire delle relazioni generali 
per gli etessi valori di x nelle quali figurerà una funzione data 
arbitrariamente fra e ff, o fra e — :r. 

49. Aggiungiamo che >e la funzione f(.i:) invece di essere 
data fra — - e ::, È data fra due numeri qualunque a e 6 fra 
t quali è sempre finita o diviene infinita in un gruppo qua- 
lunque di punti dì prima specie, ma in modo allora che essa 
resti atta alla integrazione anche ridncendola ai valori assoluti, 
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la serie dì Fonder ci cooHHcé'BD'bito a nna eapressinne analìtìta 
rhe vali" per tutti quei valori di .t fra « e ò pei quali 
soddisfatte le condizioni dei casi precedenti, e colie soIit« aTTct- 
teiize rispetto a quelli fra questi punti che sono di di»coDU- 
nuità e rispetto ai punti estremi a e b. 

Osserviamo infatti che se si cangia la rambìle x ntSÌH 
variabile y con una equazione delia forma y = atx-|-$ 

ove 3 e p sono costanti, basterà prendere a= .- — , 
P •= — per far si che la funzione f[x) , coaaiden- 



ta come una Funzione ^iy)^^f 



C-^')' 



!f, possa ngoai^ 



darai come data per tutti i valori di y da — i: a ?; e «llort 
questa funzione ^(y), pei valori di y o dì j che «oddisrano al)c 
Bolite coudizioni, e colle solite avvertenze rispetto ni paoti di 
disicontinuità e al punti estremi, si nvilupperà secondo la foi^ 
mola: 

fW = 2 "o ■!- i (""<='"'" y + *« sen n y ) , 



-m 



<fUj)tlanydy, 



^-IB 



Y(y]8en n y rfy: 



talché introducendo nuovamente la variabile x colla fonnola 
trasformazione precedente, si troverà subito per x i 
fra a e 6: 

n g(gg— *— «1 



-.4,XA^)»."^^^^«'*.'.=,4.jr'w«="-^ 



Ili 

ovvero : 



o anche infine : 



(10) /(x) = j— 2 cos y—Jfi^) cosj-^ da + 



2mcx l ^^, ^ 2 f ne a 






+ sen ^ / fio.) sen -r d a 

colle solite condizioni rispetto ai valori di x pei quali si vuole 
esser certi che questa formola sussiste, e colle solite avvertenze 
rispetto ai punti di discontinuità e ai punti estremi a e b. 

50. Supponendo ora in particolare nelle (9) e (10) a=0, 
si ottengono le formole seguenti: 

éf ^ 1 ri N^ I 2^ r* 2n::(a?-a), 

^ 2m:x r\ . 2 ni: a 



mcx Tr, 



4" sen — r — / /\a) sen — j-— d a 
^ •/O ^ 

che valgono pel caso che la funzione f{T) sia data arbitraria- 
mente fra e i; e supponendo invece nelle (9) e (10) stesse 
a=> — 6, si ottengono le altre: 



^ rb jcx) /^i 



/ /(a) d a +^-2i cos -y- / /];a) cos -y-d a + 

•/ — U 1 \ */ — b 

+ sen - — / f{a) sen —j~ a a > 



US 

che valgono pel caso delle fonzionì iaie srbitnrìuuente frs 
-A e A . 

Sopponendo innltre in qnest' ultima formola f[ — a.)=f{9), 
o fi — «)== — f[i), si oHengono anche le aegneoti: 

ri o«> .., /-» 

(13) 



(H) 



e queste danno come IeCll}epei soliti valori di r la i>sprp3sionff 
analitica dì una funzione /{x) data arbitrariamente fra e 6. 
colla differenza però che mentre le (11) per x^O e x=b 
{ quando siano applicabili anche a questi valori di i ) danno 



=0 dà per valore di f{r) il Haute lim^ 



lìm f^ — 0, e per j^=6 dà lim 



. fft-^+A-HO 



'=lim/t() = 
= Km fih—ty= 



= lim f{ — b-\-l), mentre la (14) per J=0 e t=6 dà per valor» 
di f{x) lo zero . 

51. Nell'ipotesi dnnqae che la fnnzìone data f\x) fra 
e A sia la stessa in tutte le formole (11), (12). (13) e (14), 
e anche nelle (9) e (10) quando a<;0 e il i di queste ultime 
è superiore o uguale a quello delle altre, si hanno coni varie 
espressioni analitiche dì questa funzione per tutti quei valori 
di I fra e A (gli estremi e A però ordinariamente esci.) 
pei quali sono soddisfatte le solite condìzioui dei paragrafi 
precedenti; e questa particolarità, che già si presenta per le 
«erie (7) e (8) nel caso dell' intervallo (0 , ir), permette anche 
di stabilire delle relazioni generali per qualunque funzione 

f[x) quando x sìa compreso fra e & , e siano soddisfatte 

le solite condizioni . 

E però da notare che fuori de!!' intervallo (0 , 6) nella 
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parte che resta deirìntervallo originariamente considerato (a, 6), 
( — i,6), le varie serie (che pure fra e 6 pei soliti valori dia; 
hanno tutte la stessa somma e servono a rappresentare la stessa 
fonzione) vengono ordinariamente ad avere somme differentissi- 
ne; né potrebbe essere altrimenti, poiché, come vedremo in 
legnito, ove questo non fosse, le serie considerate anziché 
^sere distinte sarebbero perfettamente le stesse. 

52. Diamo ora alcune applicazioni dei risultati che abbia- 
00 ottenuti. 

1.^ Si voglia una funzione che sia uguale ad A fra 
) e r, e sia uguale a — A fra e — ;c, e per a?=0 sia uguale 
^d A ad un altro valore qualunque. 

In questo caso la funzione essendo data fra — tt e ?r, la 
serie corrispondente sarà un caso particolare della vera serie di 
Fourier (1). Essa conterrà però soltanto i seni, per modo che 

00 2A r^ 

ri ridurrà alla forma VbnSennx^ ove bn= — / sennxdx; 

e quindi sarà la seguente : 

4ASsen(2n+l).r 
z f 2n+r' ' 

talché osservando che per x compreso fra e tc la somma 
ii questa serie è A, e per a? fra e — tt é — A, si avranno 
le formole seguenti : 

. 3r °g, sen (2 w+1) x 

[ Y=2d o — . 1 per X fra e :c ( e TT esci. ), 

I Ti ^sen(2n+l)a? . ^ ,. , , 

f - -7-=y ^ — , \ per a? fra e —ff ( e — ;: edcl. ) ; 

^ 4 ^ 2w+l ^ ^ ^ 

e quindi facendo a? = - e ^ = -7 °®'^* prima di queste for- 
mole si avranno le altre: 

s ^.(-1)" _,_ 1 ,1 _i , i _ 



2v'2 ~ T^ 3 5 7 ^ O^U 13 15^ 

2.^ Vogliasi una fonziooe che fra e ^ aia ngnala «4 
X, a tn ^ t b a'm ogoale a — x. 

In questo caso potrsmo applicare ma qualuii<]ae delle 

serie (11), (13) e (14). 

Per applicare la (11) si osserra ebe in questo esso si bs: 

b 

/■' , 2Bit. . P 2««.. /"• 2.1,^ 

jJ^rta)eo.-j- i«-jf^.»s-j-i.- j^.co.-^- d.. 

2 

p 2»... pr .b\ ^K'+sX 
' 1 

-li+(-i)-|nco.H^',i»|i+(-i-.)|/[^4^^...Ì^ 

2 






^(2m + l)*Jt* 



per » disparì ^^ 2 ■• -{- I, 



Similmeute si ha: 



jn7)da=~-^- , y /(a)Ben^^rf« =0 p«r 



" (2 fn4 1)1 



e quindi infine si ha : 




pv M dispui »3«' 
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4 n^f (2m+l)« ^ k f 2fn+l ' 

per una prima espressione della attuale funzione f^x). 

In simil modo si troverebbe col mezzo delle (18) e (14) 
per la stessa funzione f[ x) : 

2(2 m + 1) w a: 

(17) f{x)=^^ fl\ * + 

4 ic2 ^ (2m+l)2 ^ 

(2fn+l)«^ 



2i 



00 cos 



5^ ^ 2m+l 



26 



oo sen 



1 

2(2»»-fl)jca; 



(18) /l^)=^2 ? + 

'^ T 2«+l 

„x , ._ (2f»+l)srr (2m+l)irx 

«*'[;' (2m+l)« «^ 2m+l ' 

e osservando che la formola (16) deve dare — 5- pel valore 
di f{x) per x=0 , si ottiene la seguente : 

(19) !^-y_l_ 14.1-1.1-^14. 

8~"-J (2m+l)2= ^"+-32 i-52 i-7a-r---i 

che si sarebbe ottenuta anche dalla (17) osservando che per 
x=0 e x=b essa deve dare respettivamente e 6 per valori 
di f{x\ e avendo riguardo alla prima delle formole (15). 

La stessa formola si trova anche coir osservare che per 

a?= ^ tutte le formole precedenti devono dare per valore 

di f{x) . 

Confrontando poi le stesse formole fra loro si trova che 
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per X compreso fra e 6 ( e 6 esci. ) si hanno ▼arie rela- 
zioni fra le quali è da notarsi la seguente: 

2(2m+l) KX 
^ sen -^ —■ — 

2 - 





00 



cos 



(2m-fl)?w 



= y (~ir - 



2w+l 
che per b=K (0 e ic allora esci. ) si riduce all'altra più semplice: 

Y 8en2(2m4 -l)y_^ / 1\ih co8(2m + l)x 
-J 2^r ""^ 2m-fl 

3.^ Vogliasi ora una funzione che sia aguale ad x fra 
e i. 

Le serie da applicarsi in questo caso saranno ancora le 
(11), (13) e (14). 

Per applicare la (11), si osserva che ora si ha: 

•6 rb 



Jrb rb 

f/(a)da=/ a 
Jo 

^ r bai 






' 2»ic(ar— a) , 

a cos ; o a = 



2njr(x-a) 



4n«:t«V 



COI 



6» 



2nit{x—<x)\b 



h 
2hkx 



') - 

/o 



= — H — wn 
2nic 



e si trova così che la serie corrispondente è : 

2nax 

2 ^-^ 







n 



In modo analogo, colla (13) e (14) ai troTano la aorie: 

{2n-\'l)7:x 



h Ah^ ^^^ 






(2/1+1)^ 



2_6 



(-1) 



117 



e quindi si conclude che pei valori di a? fra e 6 si hanno 
le formole seguenti: 

' 2n%x 



\ 



h 6 Y» 



00 sen 



(20) / b 4ÒS^^' 



(2 n+l)7rx 



3c^ tr (2n+l)2 
9 ^ 00 sen — = — 



\n+t 



n » 

la prima delle quali però non vale per a^=0 ed x=h^ mentre 
la seconda vale anche per questi valori di x^ e la terza vale 
anche fra e — b e per a::^=0, ma non per x == ± J . 

Supponendo 6=7c in queste formole, si ottengono le altre: 

00 rt 

TT ^ sen znx 

2 ""-^-f n ' 

^^^^ J "2 ~ '"^ - ;r"2 ■ (2n+l)^ ' 

1 00 

1 « -v^ .sennJ:^ 






» 



la prima delle quali vale per x compreso f ra e w ( e ic 
esci. ), la seconda vale per gli stessi valori di x , inclusi però 
anche i valori e w, e la terza vale per x compreso fra — k 
e ir, ma esclusi i valori ±^. 

Le formole (20) e (21) conducono anch'esse ai valori di 



% %^ 



. e r- che trovammo sopra. Applicando poi alla seconda delle 

(20) la integrazione definita fra ed a? per x-^b (il che può 
farsi sia perchè la serie compresa nel secondo membro è evi- 
dentemente convergente in ugual grado fra e 6, sia perchè, 
come diremo in seguito, alle serie di Fourier è sempre appli- 
cabile la integrazione definita), si ottiene la formola seguente: 



(22) 2 2''~1?'^ (2n+l)> ' 

che vale pei yalori ài x ha. e b {0 eb incl.), « quesU con 
una nuora integrazione definita darebbe altre formole doIctoIì. 

Facendo in questa x ■^ ^ ai ottiene 1' altra : 

^_^ (-1)" _, 1 , I_ 1 

82 f* (2 n+lf 3» "^ 5' 7> " ' * 

4." Vogliasi ora una funzione che sia ugnale a zero per 
tutti i valori di x fra — b e b, tranne per quelli compresi fn 
x' — p e ^ -HPi P^> quali aia uguale ad una costante A. 

La serie da applicarsi in questo caso sono le (12), e poi- 
ché si ha ora: 




si trova cbe la serie che rappresenta 1' attuale fanzione t 
seguente: 

Questa serie però per x= x' — p e x=^' n:% dà per ralcav d 
funzione „ • 



5." Vogliasi infine 
Hgnaìp ad r, e fra .^ e 5^ aia uguale a ir — x. 




ApplicaiiiJo la (14) col furvi b=^z si trova subito cogli 
stessi processi ch«: 

- , 4li!en-r senSx aen5.c aen 7j: , ) 

"''-.(Ti r---+ 5'---7i- + ---( 

« qnests forinola va,\e per tutti i valori dì .e fra e .i ( e 
n ilici. ). 



y. Altre forme analitiche delle fnnzioni di nna 
variabile reale date arbitrariamente In un 
certo interrano. 

53. Indicati i casi principali in cui una funzione f{x) data 
arfaitrariamente fra —tc e n o fra a e 6 è esprimibile analiti- 
camente per serie Ai Foarier, noi dovremmo passare ad esporre 
le proprietà principali di queste serie, Siccome perù vi sono 
anche espressioni analitiche pih generali per le funzioni date 
arbitrariamente fra a e b che qui pure vogliamo far conoscere, 
e anche queste espressioni analitiche hanno molte delle pro- 
prietà che dovremmo dimostrare per la serie di Fourier, noi 
troTÌamo utile di dare prima queste nuove espressioni anali- 
tiche delle funzioni che qui consideriamo; tanto più che esse 
si ottengono con un metodo del tutto simile a quello che ci ha 
condotto alla serie di Fourier, valendosi cioè dei risultati ge- 
nerali ottenuti nel Capitolo III. 

Riprendiamo perciò la solita funzione 'p(,x,h); ma per 
avere la massima generalità, introduciamo anche una nuova 
variabile o, considerando cioè la funzione tp{j; , a , An) ove le A» 
■ODO numeri positivi che crescono indeGuitamente insieme al nu- 
mero intero e positivo rt, e per la quale si ammetterà anche 
che, se a e h' sono numeri qualunque diversi da zero, e dello 
atesso segno, e compresi fra certi limiti che dipenderanno ordi- 
nariameBte da a, la funzione stessa '^(x , a , An) per x compreso 
fr» o',6' (a e b' incl.) e per qualiinf(iif valore di n «i mantenga 
Wmprc numericamente inferiori' , , i ; .'■, ■ ■ :.■■■ i niriabile 




h.,) per E comunque piccolo e poaÌtÌTO 




indefinito di n tendi 
e diversa da zero G 

S'indichi ora 
fra a e t (n <Cb}, che 



ambedue Terso una stoaaa qaoutità finita 
idipendpntc da s e da «. 
f{:r) un» funziona data arbitrarìatnmto 
atta alla ìntegrasione in questo intortallo 



ai prodotti /{x) <f{x — a , -x , A, ) ove a è un titj<a«ro 
qualunque f ra a e À ( a e ó incl. ), e cba se diviene infinita 
resta atta alla integrazione anche ridotta ai snoi valori i 
luti; e per la funzione di citi ci serviremo !p(x,«,A«) ai aoK 
metta inoltre che per ogni valore di a i unmeri indicali copra 
possano prendersi in un roodo qualunque fra a— 4 
e e fra e b—a (0 esc), e gli estremi pnre al più «ari. 
per 5(=(i e »=■'')• ciò che rei csbh speciale dì y(-i' , « , A.) indi- 
peodentc da a porta che i numeri 11' e b' possano preiideni ia 
un modo qualunque fra ^{l> — a) U e fra e 6— fl t ^ ••^ i 
B o e 6 pure al più end. '. 

Allora considerando la serie: 

1 r' 

+ 2^1 j«i)ÌT(* -«,=■. W-l(x-»,...».-,)|i', 
per un valore qualsiasi dì s fra u e b, si vedrà subito cb* la K 
ma dei buoi primi H-f-I termini ^ ^-tì ! A-'^) ?-* — *t' 

e questa somma per « diverso da a e A eoi porrà 1 

Hcriversi : 




/!.+() ■f(/,c<.WiJi+ f('+')fi' 






i«^ 



,)di+ 



=-«X«" 



+1) <f(( , » , ;..) ,i ( + „/ rt«-fl) f(( ,.,*.) ^1 ; 



mentre »e a è uguale ad a o a 6 uno dei due primi integrali 
e uno dei due ultimi verranno a mancare; e quando (come accade 

nen Ah ic 



nel caso delia serie di Fouri 



1 K 



per 3 



a 7.^1 i puntii^a, — (6— 



figurino come il punto zero per la funzione corrispondente 
's{x,'a,h„) o tf(.i: , 6 . A, 1, allora anche quello dei due primi in- 
tegrali che rimane si spezzerà in due l'uno dei quali sarà della 
fonua degli ultimi e l'altro sarà della forma dei primi. 

Ricordando dunque insultati generali del Gap. 3,", e sup- 
ponendo che fra — e e s, ove s è un numero piccolissimo che 
pnò anche dipendere dal valore che si considera per a, la fun- 
zione !p(.E,a,A«) soddisfi almeno ad alcune delle condizioni cui 
doveva soddisfare fra e s la funzione indicata con ^(-r , A) nei 
teoremi del ^. 39; e ammettendo inoltre che se per a=a o a=b 
i pnntl ±{b — «) non possono prendersi come punti a e 6', esBÌ 
figurino allora come il punto zero per la funzione corrispon- 
dente if(x , a , Ah) o (f(_x , h , Ar), noi vediamo aeuz' altro che 
per tutti i punti a interni all'intervallo (a ,b) nei quali f[x) 
è finita e continua o ha tutt' al pììi una discontinuità ordina- 
ria, e nei cui intorni a destra e a sinistra soddisfa a una delle 
condizioni del §. 39, la serie: 



1 r' 




-a,a, A|,)(lx-| 



,M — ■?{-r-^.a.A— Jit'-c 



Bara convergente e avrà per somma /(a) o 



ff»-Ì-0) + Aa-0) 



8« in questo pnnto /l^x) è continua, o faa una discontinuità or- 
dinarla; e se il punto x è uno degli estremi a e h dell'inlff- 
vallo e in esso sono verificate le condizioni testé indicate, 1* 
serie (1) sarà ancora convergente e avrà per somma ano Òà 



«lori gA«+0). 2^.(^-0), o' 



- dipenlm- 



temente dalle particolarità che presenteranno le funiom 
^i , a , /i„), ^(x , /) , /(r) nei punti b — a o ^ {A^a) come lopr» 
dicemmo; talché, fatta eccezione pei punti d' infinito e dell* 
discontinuità di seconda specie che f{j-) avesse fra a e 6 e p«s 
quelli nei cui intornì non fos^e soddisfatta nessuna delle con- 
dizioui del g, 39. e colle indicate avvertenxe pei punti dell* 
discontinuità ordinarie e pei punti estremi a e i, la serie (D 
ci darà una espressione analitica in serie convergente per ^* 
funzione /l^j) che abbiamo preso a considerare nell' interrali" 
(fl,M. 

Se poi col mutare j in — x la fnnsione f(x , ti , h^ 
non muta , allora si potranno riunire i due integrali 



1 r^ 



cendoli all' unico 



kù 



lrt«+i)+/t«-<)l ?('.'. ».)•"■• 



quindi in tal caso invece di richiedt^re chi< si a dwtrm cb^ 
a sinistra dei punti intorni a. che si considerano sis wo^^ 
disfatta per la funzione f{x) una almeno delle condisìonì d^* 
§, 'i9, basterà che una di queste condizioni inednaime rìatsl' 
soddisfatta per la funzione di t F(/)=^/ta-f ()+/(* — ') i"*!!' ■* 
torno a destra dal punto ^^^0. 

54. S'intende, come già abbiamo detto, che in tutti qa< 
casi la funzione y(p,a,A.) considerata per ogni valore 8] 
l'iale di a, oltre che alle solite condizioni generali, deve 9» 
disfare negli ìutunii del punto j'=U alle condizioni clic ; 
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casa via Tia abbiamo poste nel Cap. ITI; talcliè in particolare 
se si saprà soltanto che pel valore speciale dì a che si considera 
la funsione if(x,a,h„] soddisfa alle solite condizioni generali, 

rx 

e tale che l'integrale j f{x ,<i ,ìi„)tlx pei valori di x fra 

Jo 

— t e E (s arbitrariamente piccolo) è sempre numericamente 
inferiore a un nomerò finito, si potrà soltanto affermare che 
per quel valore di a; la funzione /{.r) è sviluppabile secondo 
la serie (1) tutte le volte che in intorni sufficientemente piccoli 
a destra e a sinistra dì a essa non fa osciliazioni, o essendo 
contìnua ammette una derivata che resta atta alla integrazione 
anche ridotta ai suoi valori assoluti, o anche soddisfa a una 

di quelle altre condizioni che per l'integrale / x(:r , h)dx richìe- 

devano soltanto che esso fosse sempre numericamente inferiore 
A un numero finito, come ad es. a quella del §. 29. o a quella 
del §. 37. nel ca^io di a(x^=I; mentre se f{y , i , À„) soddisfarà 
alle condizioni che si avevano per ^(x , A) nel g. 32. allora per 
rapplicabilità della serie (1) alla funzione f[x) per x="i., ba- 
sterà che nei soliti intorni di n sia soddisfatta una qualunque 
delle condizioni del §. 39. 



^0 



Se poi f(.r ,«,/)„) sarà tale che i suoi integrali / rp{x ,a,A„)rfx, 

considerati per ogni valore speciale di a. separatamente, al crescere 
indefinito di n si mantengano inferiori a un numero finito anche 
quando a 'fC-i^^,/'.,) sì sostituiscono ì suoi valori assoluti, allom 
non sarà necessario porre per f^r) le condizioni ora indicate, ma 
in forza del teorema del g.24. e delle osservazioni del §.41. quando 
8Ì sappia soltanto che f{x) è atta alla integrazione fra a e 6, e 
che se diviene infinita si mantiene atta alla integrazione anche 
ridotta ai suoi valori assoluti, si potrà senz' altro affermare che 
in tutti i punti a fra a e & nei quali f{x') è finita e continua e ha 
soltanto discontinuità ordinarie, essa può rappresentarsi con una 
serie convergente della forma {!)', colle solite avvertenze pei 
unti di discontinuità e pei punti estremi, per modo che in par- 
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tìcolare , cun queste ultime funzioni 7(1', «, A.), una fìinzìoiie 
„ f(x) che tra n e b sia sempre finita e continua potri» rap- 
„ presentarsi anali tic aniente per mozzo di una stesBH serie (1) 
„ in ogni punto a fra a e b, fatta tutt' al pift eccexionc pei 
, punti estremi a e A pei quali ]a ii^mma della seria san 

l A''), l fi^)q. ^"*l"^^^ "- E in questo caso della conti- 
nuitii di f{r) fra a e 6, siccome possono sempre determinarli 
due costanti p e ^ tali che la funzione A''') "f" i" * ~f" ? ^ *"" 
nulli per T=a e x=6. basterà applicare la serie (1) a qnesU 
funzione /(■*■) + p -e + '/ pf^r ottenere subito , «no sviluppo 
„ (1) di flx) che varrìi per V ùitiero intervallo («,&), e pel 
, quale non si presenterà più neppure la eccezione ora indicata 
, rispetto ai punti estremi a e b ,, 

Si aggiunge poi che se, preso un valore qualunque di a fm 
a e fc, si troverà che la funzione f(x , a , Ab), considerata pei Ti- 
lori di X fra a— a e 6— a, anche al crescere indefinito di 11 fk 
soltanto un numero finito di oscillazioni, allora per quanto sV 
disse in fine del §. 41, nel caso di un numero lìutto dì pantV 
d' infinito di f{x) (quando essi vi siano) non sari» neppure ne- 
cessario richiedere che f[x) resti atta alla integrazione negli ii*— 
torni dì questi punti anche rìducendola ai suoi Tft'ori assolati. 

Ed è pur notevole che , come Rccade per gli sviluppi di 
, Fourier (§. 4tì), così anche per tutti gli sviluppi che qaì cor»- 
, sideriamo, la loro validità in un punto ;r fra n e 6 {ae b ^*-' 
„ pid egclj, non dipende affatto dal modo di comportarci di /T'^ 
„ nei singoli punti fuori di ^, ma soltanto dal suo modo i* 
. comp<jrtar^i negli intorni del medesimo punto -r .. 
55. In particolare dunque , prendendo ana volta 



?( 3J , « , Af. ) = 



un altra ^(r ,a , A,) = 



^Kfn e " per x positivo, e ^{x , a. , ìu) = A. ?„ e ^^"^ 
per r negativo, con /'o'^O, e f^ fuuzlone soltanto di x sempre 
positira, finita e discosta da zero più di un certo nnitiero per 
tntti i valori di ^j^ fra a e ^ (a e b incl.), si os3ervt:rù cbe la 
funzione rf[x,a,!i„\ verrà a soddisfare alle condizioni ora tadì- 
cate, giaccliù per 2> positivo si ha: 



Ita fi 









.[arclg/..!p.pj =. 



lim 
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■P 
1_ e— A-?»- I =l,ec; 



1 



fl^asOO 



e quindi, per quanto testé dicemmo si potrà aiTermare che 
una funzione f{x) atta alla integrazione fra a e ò può rappre- 
sentarsi colla serie: 



1 V r/Ta?ìl— Al!! ^"-i ?'«-'« ] dx = 



o coir altra: 



mf/' 



( KfniX—Cf) hnr^^ (p„_4 (^— a) J 



Jet 



h l —hn^ni^—Oi) —Kfn{^—Oi) 



+ / f(^)]hn?n e — A^-i^H-, e [dx 



colle solite avvertenze pei punti delle discontinuità ordinarie, e 
con esclusione di quelli delle discontinuità di seconda specie e 
degli infiniti della funzione, per gli ultimi dei quali ( punti 
d* infinito ) quando siano in numero infinito conviene anche 
ammettere che, eccettuatine tutt^ al più un numero finito, negli 
intorni degli altri la funzione f[x) resti atta alla integrazione 
anche ridotta ai suoi valori assoluti; e coir avvertenza infine 
che nei punti estremi a e 6 le serie precedenti danno per va- 
lore della funzione - f{a-\-0) e ^ /*^^ + ^) ^^^^ '^ ^^^^^ ^'^® 

queste quantità sono determinate e finite. 

Osservando poi che se fc è positivo, si ha per formole 
note: 



ove anche x nella seconda è positivo, ai vede subito che le 
serie precedenti possono anche ridursi alle altre: 






cosX(.i'— 5;)le 



'.k r c osXxdX 

ede subito 
Jlre: 

—l 
' - e ^^ 'jix 






e in queste /i„ e z„ devouo soddisfare soltauto alle condiziODÌ 

il» 
poste sopra; talché può prendersi per es. h^^ Vili 711=0 
con k costante, e cosi si può ridurre per es. la seconda serie 
all' altra: 



21100 



la 00 rh C^ 



X* cos X (J — at) d X 



1 2i« ) 

ì(«-l). +X' 



e „ questa, come le precedenti ed altre che potrehbero troTarn 
, al modo stesso, servono a rappresentare analiticamente qnal- 
, siasi funzione continua in ogni punto x fra d e ò fatta sol- 
, tanto eccezione pei punti estremi quando in essi il valore 
, della funzione non aia lo zero; e servono pure, come ab- 
, biarao detto, e colle avvertenze fatte sopra, per qualsiasi fun- 
, zìone atta all'integrazione fra a e ^i ,; e col particolarizzare 
f{-c), specialmente dopo invertite le interazioni, come appunto 
è qnasi sempre possibile di fare, conducono a molte formole 
notevoli. 

Merita poi di esser notato che questi risultati ci danno 
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il modo di ottenere infìnite espressioni analitiche di fanztoni 
date arbitrariamente fra certi limiti, e ci permettono di dire ia 
particolare che , le funzioni sempre finite e continue in un in- 
, terralJo finito hanno sempre infinite espressioni analitiche 
, che Talgono per qualunque punto dello stesso intervallo , 
, quando ai eccettuino tutt' al piìi gli estremi ,. 

56. Ora venendo a casi particolari rispetto alla funzione 

(p(x,a,A„) ammettiamo che (come nel caso di f (j,a,ftB)^ 



con Ah = — s — I ''^^ corrisponde alla serie di Fourier ) sì 
abbia: 
(2) f{T--,, a, A„)-?(r-a, -x, A^,)= H..,(a, K„„( j:) + 

-f H„„(a) K«„ (x) + . . + H„,„(a)K„.(*), 
ove m è un numero fisao , e le H„,((a) sono funzioni della 
sola a, mentre le Eh,i(''') sono funzioni della sola Jr, e dipen- 
dono le une e le altre dagli indici n e a. 

Allora la serie (1) corrispondente prenderà la forma : 



(3) 


^j/^x)T(x-a,«,fi,V^+2^QÌJp.MH-„W+ 




+ IV,H„.ìW+.. + P„„H.,,(a)j, 


ove 




Wl 


formola: 


1 


p.,.= r«"-)K.,.w'ix. 



talché , astrazion fatta dal termine 



1 r 



, quaniìo Bia data una funzione ff(x — a,a,hn) dotata delle 
, soUte proprietà generali e di quelle del §■ 24, o dei g§. se- 



b 



1S8 

. ^enti , e per la qnale si abbia la fonnola (2), avremo nna 
, espressione analitica di f{x) in serie dì funzioni limila) 
, come la (3) che varrà nei soliti casi , . 

Qui poi giova osservare clie le condizioni che sempre ab- 
biamo richiesto per rf(x , h) o f{x — i , a , ft») possono renderà 
meno restrittive; poiché se nel teorema del §. 22. ammettiamo 
che la funzione ivi indicata con f{r,h) non si mantenga sem- 
pre nnmericaniente inferiore a nn certo numero quando x si 
avvicina a un numero finito di punti fra a ab, separando questi 
punti con piccoli intorni e poi ripetendo la dimostrazione che si 
fece del teorema medesimo si giunge immediatamente a conclu- 
dere che, es3D contìnua a sussistere anche se la funzione ivi in- 
, dicata con rp{.r,h), soddisfacendo sempre a tutte le altre con- 
, dizioni che allora si posero , cessa di esser finita, o almeno 
, cresce indefinitamente con h in un numero finito di punti fra 
, a e fi, o si è incerti, purché allora qualunque sia h l'integrale 



f{x)ip{x,h)dx esteso a intorni sufficientemente 'piccoli 



■f 



, degli stessi ponti e la cui ampiezza non dipenda da A, resti 
i, sempre numericamente inferiore a quel numero che più ci piace, 
, anche quando la funzione sotto il seguo integrale si riduce a 
, quella deisuoi valori assoluti,. Ed èin forza di questa osser- 
vazione che noi possiamo anche asserire che se la funzione indi- 
cata sopra con ff(i7; — a, a, A») cesserà di esser finita, o almeno 
crescerà indefinitamente con n al tendere di J^ a un numero 
finito di valori speciali fra a e h diversi da a, o si sarà incerti 
ma, almeno per gli altri valori di -r, tutte le altre condizioni sit- 
ranno ancora soddisfatte, allora lo sviluppo precedente continuerà 
pure a sussìstere tutte le volte che per qualsiasi valore di n Pin- 



tegrale 



/«■"•'' 



p- 



, hnyix esteso a intomi sufficientemente 



piccoli degli stessi punti la cui ampiezza non dipende da n 
restì sempre numericamente inferiore a quel numero cho più ci 
piace anche riJucendo la funzione f[j;)ip(^.e~a,7, ,h») ai anoi 



J 
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valori assolati; talché appunto non è necessario che sia soddi- 
sfa^tta la condizione che f (a: — a,a,An) sia sempre finita, purché 
allora f{x) sia tale che resti soddisfatta la condizione ora indicata 
pel prodotto f{x) tf{x — a , a » Ah). 

57. Ora è da osservare che quando invece della funzione 
rp(j7 , a , A^) siano date a priori le funzioni Hn ««(oc), i^on sempre 
sarà possibile (almeno con questi processi ) sviluppare nei soliti 
casi una funzione data arbitrariamente f{x) secondo una serie 
di funzioni Hn,9(a) come la (3); però evidentemente, per 
quanto abbiamo detto al §. 53, onde esser sicuri che si ha que- 
sto sviluppo bisognerà che si possano determinare le funzioni 
ff{x — a , a , Aq) e Knyi{x) per tutti i valori di J? e di a fra a e 6 
in modo che la somma: 

(4) y(^^a,a,/io)+ 2 H.„(a)K.„(a:) + 

r==l \ 

+ H„2(a)K„2(a:) + .. + H„,(a)K„«(x){ 

"^ppresenti una funzione tf{x — a , a , A„) dotata delle solite pro- 
prietà generali dei §§.21 e 53 pei valori di a: e di a fra a e 6, 
6 per la quale riescano soddisfatte le condizioni che si richie- 
dono per l'applicazione del teorema del §. 24 o di uno di 
quelli del §. 39. 

Ponendo in questa somma x — a=^, essa diverrà: 

r=l V 

+ H„o(a)K.„(a+0+..+Hr,m(a)K„4a+0} ; 
^i^indi, perchè possa corrispondere a una funzione ^{x , h) o 
?(-''- — a , a , few) per la quale siano soddisfatte le condizioni dei 
b§- 21 e 53, occorre intanto evidentemente che la serie: 

rt 00 rt 



T 



H„ , o (a) / K,. , , (a+0 (? ^ + . . +H„ , m (a) / K„ , „. (a-f d i 



per tt compreso fra a e A (a eb ai pib esci.) e per t diviso da ceto 
e compreso fra a — ^ e o fra e b — si (t — a e— (6 — a) al più 
esclus. nel caso di i-=a, o i^^h) sia convergente e abbia per 
somma una stes-a quantità diversa da zero G per ( positivo e — 6 
per t negativo, che cangia seguo con t ma che del resto è ìndi- 
pendente dai valori scelti per a e per t fra i limiti indicati. 

Oltre a ciò, se j, ò un num.'ro positivo pìccolo a piacere, 
pei valori di t fra a^a e — »,, e fra e, e 6^a (gli estremi 
± [It—a) nel caso di a=a o ri^^-h al piti escl.)t la somma (5), 
che non è altro che la derivata rispetto a t della somma dei 
primi n-\-\ termini della espressione (6), deve per qualunque 
valore di « mantenersi numericamente inferiore a un numero 
finito; e inoltre pei valori di t compresi fra — i e e, ove e e un 
altro numero positivo piccolissimo che potrà anche dipendere 
dal valoi-e che si considera per a, la stessa somma dovrà sodr 
disfare alle condizioni che si richiedevano fra e a per la fun- 
zione :f{r,h) in quelli dei teoremi dei gg. 24 o 39 che vorremo 
applicare; dunque quando tutt-; queste particolarità si verifichi- 
no, intendendo che nella {■'3) G indichi la somma della serie (6) 
per t positivo si avranno i precedenti sviluppi (3) di f[x) pei 
soliti punti a fra « e 6 nei quali è finita, colle aolite particolarità 
pei punti di discontiniiitù e pei punti estremi, e colle limita- 
zioui o nò portate dai teoremi dei §§. 24 e 39 di penden temente 
dalla natura della funzione f(f,at,/in) che ora viene rappre- 

^ G„.( 
sentala dalla somma (5) o da — r7~i ^e G«,( è la somma dei 

primi »-|-l termini della serie (6) . 

E cosi in particolare quando le condizioni suindicate rispetto 

alla serie (6) e alla derivata ~^.— della somma G*,) dei snoi 

primi n-|-l termini siano soddisfatte, se avverrà che qnest» 

rx 
somma Q,„i (che ora corrisponde all'integrale / ■s(x^h)dx 

che si aveva nel cap. 111.) per t compreso fra — e e s si man- 
teoga numericamente infi-riore a un numero finito qualunque 



k 
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sia «, gli sviluppi (it) per fl-r) varranno ppr tiilH i punti a 
negli iotorui dei quali f(z) doq fk iofiuìte oacilluioni o almeoo 
ammette uoa derivata che resta atta alla integrazione anche 
riducendola ai suoi valori assoluti ; mentre se il prodotto 

(— - col tendere a zero di t resterà numericamente inferiore 

a un numero finito, allora gli stessi sviluppi varranno pei punti 

a pei quali i rapporti incrementali ~- — si mantengono 

sempre finiti, o almeno se crescono indefinitamente restano atti 
all'integrazione fra e e anche ridotti ai calori assoluti ec; e 
per gli altri teoremi dei g§. 24 o 39 converrà aver riguardo 

anche alla funzione dei valori assoluti di 



3( 



-, ai massimi 
mi di G,,( per ( fra - 
Valendosi poi della osservazione fatta nel paragrafo pre- 
cedente si può aggiungere che quando per un numero finito 
di valori a, .oj,.. di t fra a— a e — e, o fra s, e b — a, la som- 
ma (5) o non si mantenga sempre Snita o, almeno cresca 

indefinitamente con n, o si sia incerti, allora lo sviluppo (3) per 
f[jt) continuerà ancora a sussistere, purché qualunque sia n l'in- 
tegrale del prodotto /I^+O - esteso ad intorni sufficiente- 
mente piccoli degli stessi punti, la cui ampiezza non dipenda 
da », si mantenga inferiore a quel numero che piil ci piace anche 
riducendo il prodotto madesiino ai suoi valori assoluti. E quando 
questa condizione si trovi verificata, allora non occorrerà esami- 
nare se pei valori eccezionali a,,aj,.. di ( ora indicati sono o nò 
soddisfatte le altre condizioni che si hanno per Gh,< poiché esse 
verranno soddisfatte di per sé. — Cjuesta osserva^^ìone, senza 
stare a ripeterla ogni volta, la iutenderemo fatta ora anche per 
il seguito. 

58. Si aggiunga ora la condizione che (come accade negli 
sviluppi conosciuti ) le funzioni Kh„(~i') non difTeriscano dalle 
Hn,.(.r) altro che per fattori costanti />„,, variabili soltanto 




dall'una all'altra, e per un fattore fisso FC.c) fniiKÌonc I 
della x, per modo cioè die sìa K„„(j') = ;>,„ Kia:) H«. 
Allora la Bcrie (6) si ridurrà all'altra: 



n 



(7) /r(/,,, *.),/( + Vb,.„H, 



mentre 



a espressione 
,) diverrà: 



(8) -^'-f ('.'■. ''.) + 1 ]p-n H.„ W H„, (.+/) + 




/f(»+OH.„ (.+()< 

-t ' J(l ì 

"... H „.j (a) / F(oi+l)H.,j (.+() .!( + .. 

+J...„II... W / F(a+()H._{.+ Od 
-'0 



elle oro dorrà corrispondi 



.,WH„.(.+()<F(»- 



+ p„, n.„ w H„, (a 4 + . . +p„. ir, 

essendo al solito G„( la somma dei primi w-f I termini della C^): 
talchò si può ora affermare clie se ,dì|>eiidentemci]te solttkts^ 
dalla forma che dovrà avere la rsprcssione aualitica della ft»-«- 
xione da svilupparsi, e non giù dalla natura di questa funzione^ *i 
potranno determinare le costanti /)■,,, pB,ì,..,;)»,i. pei variiTsl**" 
di n e le funzioni F(-r) e tf(f ,a,/tg)Ìnmado: 1." che la serie (7) ^^** 
convergente per tutti i valori di a fra a e & (a e & al pih wcl-^ • 
abbia per somma una steisa quantità diversa da aero p*' 
tutti i valori di t diversi da zero e compresi fra e b — a, e l*** 
quelli fra a — a e abbia invece per somma — G { gli estre"*" 
±(6 — a) nel coso di n=5[ o ft^i al più esci. ); 2.' che se Sf * 
uà numero diverso da zero e positivo comimque piccolo " 

derivata -,-,-- della somma Q„,( dei suoi primi n-^-X tcH*»**'! 

qualunque aia « reati sempre numericamente inferiore ■ *'■ 

numero finito finché ( e compreso fra n — % e — e,, e fra s, e b '■ 

( gli ortr. ± (i — n) nel caso di «=« o ar-=i ni più cbc'- 



9.* che la Bomma G„t dei primi «-fi termini della eteasa bc- 
rieo la sna derivata--— per t fra — £ e s soddisfi alle con- 
dizioni indicate nel paragrafo precedente; allora una funzione 
f{x) data arbitrariamente fra a e b potrà rappresentarsi colla 
serie: 



J /l'CÌyt-c-a, 



1 ' 



.A)'^-c+2a^ P"■.H".lW- 



+P„„H„.,(a)^-...+P H W 



Ja 



■)F(x)H„,.(j:)rfjr, 



e ciò per tutti i pnnti a fra a e b pei quali la funzione atfflaa 
/I-C) è finita , colle aolite particolarità pei punti estremi e per 
quelli di discontinuità, e colle limitazioni o nò portate dai teo- 
remi del §. 39. dipendentemente dalle condizioni cui soddisfarà 

fra — se s la somma suindicata G.r,( o la ana derivata — ^rr~- 

E se la seconda condizione ora indicata 
efatta per un numero finito di valori di 2, o si aa 

la funzione f[3^) dovrò, esser tale che il prodotto /^(a+0 

soddisfi alle condizioni poste in fine del paragrafo precedente . 
59, Se poi, come pure accade negli sviluppi conosciuti, il 
. {irìmo termine della «erie (9) avrà la forma degli altri, per modo 
che la serie stessa possa scriversi : 



in sarà soddi- 
incerti, allora 



2G 1 j P"'< H-.i W + P-,i H„« («) + .. +P„,„. U„,. (a) j , 

con P-„ determinato sempre dalla (10), e se a questa serie l'in- 
tegrazioue definita dovrà essere applicabile termine a termine 
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almeno da a a 6, e si avrà: 



fF{x)En^{x)Ep^{x)dx = 

Ja 



'a 

quando non sia ad un tempo n=pi 9=i , allora dorrà 

h 



I f{x) F{x) En^ {X) d X 

^*,. _ Ja 



2G rb 

/ F(a?) H^,. (a:) d x 



e quindi sarà: 

2G 



Pmt = 



/ F(:r) H«^,. (:r) d x 
Ja 



laiche allora, onde lo sviluppo precedente per la solita 
f{x) sia possibile nei soliti casi, bisognerà che la serie: 

_ ^ H,^ (a) /F(a+OH,.,.(a+Ode H,»,j (a) / F(a+0 H«,j(a+0 di 

(") 2 J, + 76 H . . 

* ' / F(ar) H«,„ (x) d ar / F(a:) ^»^x) dx 

Ja Ja 

H„„ (a) / F(a+ 1) H^, («+<) dt 

^ -h 

ri 

/ F(x) H«„« (x) d X 
Ja 

(cui ora 8Ì riduce la (7) divisa per 2 0) sia convergente e 
abbia per somma ^ per t positivo e compreso fra e b — oc. 
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e — o per t negativo e compreso fra a — a e (0 sempre esci. 

e gli estremi ± {b — a) tutV al più anch^ essi esci, nel caso di 
e aF=b); e oltre a ciò bisognerà pure che nei soliti inter- 



i da a — a a — C| e da i^ a b — a la derirata —rp- della 

somma 6n,« dei primi n termini di questa serie, che ora cor- 
risponde alla funzione ^(^ ; a , A»), resti sempre numericamente 
inferiore a un numero finito per qualunque ralore di n, e 

questa somma Qnii o la stessa derivata ' soddisfino fra 

— 6 e s alle solite condizioni dei paragrafi precedenti. E se 

non sarà soddisfatta la condizione che — r~- da a — a a — e, 

vt 

o da 6| a b — a resti sempre finita, o si sarà incerti, allora bi- 
sognerà al solito che il prodotto /{o^-^t) ^ soddisfi alla 

condizioiie data in fine del §. 58. 

Lo BTÌlnppo di f{x) poi in qnesto caso prenderà la forma: 

(12) 2 j J«„ H«„ (a) + j«« H«^ (a) + . .+?«,« H„, (a) j, 



con: 

^x)P(ar)H»,.(a;)d« 

(13 qn,» = — /.J 

X) H«„. («) d X 



Ja 






e si avrà come abbiamo detto: 

(14) T«.«,*-)=-^' = ÌÌ%^^^^^^^^^^^F(a+0, 

* *' F{x)E*r„{x)dx 

essendo Gn,t la sonuna dei primi n termini della serie (11). 



00, Tutto ciò è generale, lìb si psclnde che le 
Hh,. possano variare da un termine air altro della serie «w 
leggi qiialsiansi. Ordinariamente però le funzioni che si com* 
spondono nei varii termini della serie, cioè le B, .,,£!{„>■•, 
H«„ , . . , non costituiscono che una sola funzione nella qnaU 
oltre ad x figura un'altro parami'tro X che varia dall' naa 
air altra di esse, prendendo però uno stesso valore determintto 
per es. X„ nelle m funzioni che fìgiirnno nello atesso tormìiw, 
per modo cioè che si ha : 

Allora le serie [9} e (12) che devono servire allo svilii]^ 
della funzione data f{-r) ai riducono respetti v amen te alle aUn: 



■kÙ 



+ P.,,H,C'..,')+..+P.,.H.(l««)i 



(10) VJ{„„II,(X., »)+}.,, iL()..,«) + - - + 7.,- H.(l. 
con : 

■P.,. = p.,. / fi-')FWH.(X.,.r)Jx 
Ja 



J 



(17) 



(18) 



fi 



f{!r)V{x)M.{^^,:r)dx 



fF{x)E: 



,* CX„ ,x)dx 



essendo le p„„ quantità costanti da determinarsi; e onde easen 
Ricuri che lo sviluppo (15) è posaibils nei soliti casi pel valori 
di -x. comprci>i fra i due numeri dati o da determinani a e t. 
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bisogna poter determinare le costanti Pmi« in niodo che la serie: 

Xt 00 [ rt 

7{t,a,ho)dt + 2 \pnu H, (Xn,a) j F(a+0 H| (X^ , a+t)d ^h 

pei valori di t diversi da zero e compresi fra e b — a (J — a 
al più esci, per a=^) sia convergente e abbia per somma una 
stessa quantità diversa da zero che allora sarà presa per la 
quantità G che figura nella formola (15) stessa, e pei valori 
di t diversi da zero e compresi fra a — a e (a — b al più esci. 
per a=b) sia pure convergente ma abbia per somma — G, 
essendo G indipendente da ^ e da a; mentre onde [esser sicuri 
che lo sviluppo (16) è possibile bisognerà invece che la serie: 

( 



H, (X, , a)J F(a+0 H. (X« , a+0 d t 

(20) 2 i -7^ + 

/ F(.r)H,«(X„,x)da; 



1 



, a) / P(a+0 Hj (X«,a+0 H„ (X„ , a) / F(a+0 H« (X« , a+< )dt 
-/Q _, £0 I 

rb +'•+ rb 

/ ¥{x) Hj« (X„x) d X / F(x) H«« (X„x) d X 

J a Ja 

abbia per somma ^ per t diverso da zero e compreso fra e 

b — a e abbia per somma — ^ per t diverso da zero e com- 

preso fra a— a e 0, {b — a, e a — b al più esci, se a=a o a==ò), 
e supposto ben inteso che in quest^ultimo caso si abbia sempre 
la formola: 



(21) 






¥{T)E.Q..,x)E,Ci.p,x)dj: = 



tatte le volte che non è al tempo etesso t 



con Qk,i la somma dei 






quella dei primi n della (2(1), la sua derivata 



sempre che indicando 
M+1 tennini della s 



q<« 



sia ti reati sempre numericamente inferiore a un numei 
per t compreso nei soliti intervalli da a — a a — =, e da e, 

3Gr,( 
almeno sia soddisfatta pel prodotte f[f>--{-t) — t-^— la' 

A 

zione posta in line del §. 58 ; e bisogna inoltre che q 

somma G„,i o la sua derivata — — '- per ( compreso 

e = soddisfino alle solite condizioni dei paragrafi precec 
E quando poi effettuando te integrazioni che figui 
queste formole si troverì. per ea. 

rr(.+i) H.{x.,»+() l'I-*. (k.) ìk. ()..,.+() -b; 



1} 



F(() H,' ()..,()<!' - 



'.(X.), 



ove le k, e 9, dipendono soltanto da Xh , e K. dlpeni 
da «4"' da a, allora le serie (19) e (20) diverranni 
tivamente le seguenti; 



(22) 



/ <F((,!tA)<"+V,\.p.,. I-.(X.lHX),,!<)JK()„»t-)-0- 

23) Ì.Ì,J^H,(X.,a)ÌK,{X.,,+ 0-K.C^ 
- Y9.(X.) ( 



, prima delle quali le quantità A\ (X„) si potmnni 

includere inaile coatnuti i/„„; e per queste serie e per le 



( dei loro 



prim 



w-|-l o n termini, 



derivate 
respetti ve con 



i per 



di 



queste somme, dorranao essere e 
zioni iodicate sopra, 

61. I valori X, i Xg , Xj , , . , che prende successivamente 
il parametro X nei varii termini delle serie cbe qui si conside- 
rano sono dati ordinariamente come infiniti o parte degli infioiti 
di uca funzione moaodroma. e continua w(^sì di una variabile 
complessa s, o come radici o parte delle radici della equazione 



0, supposti per semplicità questi infiniti o 
. , X„ , . . , tutti di prim' ordine, e reali però 



trascendente —r^ = 
infinitesimi X, ,Xi, 
complessi . 

Quando poi la funzione it!{z) non sta data avanti , ma si . 
sappia che in ogni purzioue finita del piano z cade soltanto un 
numero finito di punti X; , Xa ,..,X„, .., allora per un teorema 
noto (*) potrà sempre costruirsi una funzione di z monodroma 
e continua in ogni porzioni; finita del piano z che abbia le 
quantità X|,Xj, .. ,>.„,,. per infiniti o infinitesimi del prim' or- 
dine; quindi, ammesso appunto cbe dei punti X, , Xj , . . , X„ , . . 
ne cada soltanto un numero finito in ogni porzione finita del 
piano £■, noi potremo in ogni caso considerarli come infiniti 
o infinitesimi di prim' ordme, per es. come infiniti, di una fun- 
zione monodroma e continua w{z), e potrsmo quindi introdurre 
sempre in calcolo questa funzione w{::). Con ei6 noi troveremo 
dei teoremi generali che daranno il modo di determinare infiniti 
Bvituppi per le funzioni di una variabile reale date arbitraria- 
mente fra due limiti; fra i quali sviluppi s" trovano appunto 
quelli interessantissimi che si presentano nella fisica matema- 
tica, e pei quali, a quanto su , non era stata data fin ora una 
dimostrazione generale e rigorosa. 



f*l n Prof. Botti dette pel prin 
BuUa rnozioTii ellittlulu], II teoreioa e 
qunlnnqae dei piiuti ì, ,),,... . X 
qutntitA il, a pnblilicù questo tooreni 
'. Wel«r«tT>u poi detto 



• nolls lue leilonl dell'inno scolastico I8dS-60 
a Tirjirrlnto pel Ritea in cui li dbtnnzii fra duo 
, .., non scende miLi al disotto di nnn «rtd 
, noi toma IH di-grll Annuii di H&tom. del Tolto- 
li in questi ultimi anni II t 



p*l caso genernle, nolla sua menioiia iiille fuoiloni enalittehc nnlforuii pubbilcitU 
)_ BdJB Attttwitimgm dell' Acondsui» dalle Scienza di Berliuo pel lt)76. 



Perfi ondo gwiìgfrp. a questi teoremi g;enerali, ci & ntìt 
premettere delle foroiole (alcune delle quali io le erodo nuove^ 
sulle fuQzioDÌ moDodronie e coutiDue di una variabile complesn, 

62. Sia percià tv{z) una funzione di » che è moDodromae 
continua nell'intorno del punto u, ma diviene infinìtn di ordiae|i 
in questo punto; e s' indichi con <f{z) un altra funzione di s 
elle nell'intorno del punto a, oltre esser monodroma e coatinui 
come ir{:), è anche finita. 

n prodotto •fi^)llr {z){s — n) , ove p è un numero inlen» 
e positivo, sarà pure nionodromo finito e continao nell'intorno 
del pimto II, e quindi in questo intorno applicando il teonn* 
di Cauchy si troverà; 



.f(»)./W(»-i.f''j, 
«(HP— 1) 



Jw-u 



e quindi: 






C^a)i 






7f*p-i) 



-•",('), 



ove A è il limito di ic (?) ( ff — a ì"^ per 2=0, mj,(3 ) è 
funzione monodroma finita e continua nell'intorno del ponto a, 

e il simbolo lf(?)i("(z)(i — ay^ìa ìndica il valore della d*- 

rivata s di !p(j')M''(r)(3— a)'^ nel punto a. 

Integrando dunque lungo una linea chiusa ca, che sì 
porrà percomn nel senso diretto, dovrà essBr presa in 1 
che non passi per alcun punto d'infinito vb di <f{i) né dì tt{»\, 
e che oltre al punto <i, non racchiuda altri infiniti di quasta 
ftinzioni, si avrà di qui: 



^/,(.).P(.)..=1 



x([i.p— 1) 



quindi se entro certi campi >c{^) resta sempre monodroma 
e continua ma diviene infinita res petti vamente degli ordini 
{j.| , m , . . , |i„ , . . nei puuti X, , Xj , . . , X,, , . . , sia che essa di- 
venti nò infinita anche in altri punti, e se ■f(?), essendo pure 
monodroma e continua, non diviene infinita negli stessi punti, 
indicando con C» una linea chiusa posta nei detti campi che 
racchiuda i punti X, , Xj , . . , X^ , e non passi per alcun punto 
d' infinito ne di )f (?) ne di »■(?), e indicando con Ti , Ts i • ■ 1 7»i, 

ì residui corrispondenti agli altri punti d'infinito di f{2)w^(_z) 
entro C,„ se pur ve ne sono, si avrà la formola; 



^{z)''Pi^)(z-K) 






^iv^p—i} 



1 e n m» » 

ove nella integrazione, ora e in seguito, la linea C„ s' intende 
percorsa nel senso diretto; e di qui, passando al limite col 
far crescere C„ indefinitamente, si otterrà subito anche la 
formola seguente: 

r f 

che Tatrà tutte le volte che uno dei due membri di essa abbia 
un significato. 

Son queste le formolo che volevamo trovare; e ora è facile 
vedere che in esse ì termini del secondo membro si esprimono 
tutti pei valori di z{z) e delle sue derivate nei punti corrispon- 
denti X, . Xj , , . , X„ , . . . , e per quelli delle derivate negli stessi 

punti della funzione h[;) ^——inversa della funzione data >r(2). 



«■(.-) 



L 



US 

Si osservi infatti che se a è un punto d'infinito d'ordine ji 
di tr{z), esso sarà un infiDÌteBÌmo dello atess' ordine |j. di u{z), 
e quindi «(:) per z^a sì annullerà insieme alle sue prime n — 1 
derivate, e u^^\a) sarà diversa da zero; talché applicando il 
teorema di Cauchy si avrà: 



(26) ' «W ' 



1 



JÉ, 



•W 



"(P-+1) 



.(»-»)+.. 



e di qiù calcolando le varie derivate di w^{l){l~af'^ e poi 
facendo 3=a, si troverà che esse vengono espresse per 

n, . «'+■1, , 
» Co), » (»)■■■ 

vamo poc' anzi (•) . 



(•( »). Notiamo di p»s8iiegio cbc facendo jk^I Jt (26) 
notatola: 


ì dà U rorwla 


1,.„|.,|. .,_A^ ^„l^^. 






qoBstk noi cua 



ptrticolare di ft^ì dà luogo bU' altra lim 



i(»)f»- 



i) =— ;j-i tha potre^b* trannl 



che ■ il residoo di una runiionB moDodro- 
dal prìm' ordina k l'Iaiem 



«abito HDCbe dlrettatoente. e che e 

■ ma e conticna in un punto a di 

■ dslla derirata della raoiioDa Ini 

b), £ pur da notare che «Dp)x>DeDda ancora p=\ lo [ormale precadanti ol 
■treno che se u è on ioBnito di ordina (^ di ufi], Il residoo di io{») in qa 
r a "I I^-.IJ 



— 1 



D 11 Talora par ■= 



f(")+- 



1 jf-'l.e'iM 

ai eeprlnie «empre per le dariTata di ordine {^ ,!'~-f~'-' ■ 
di 10 (a) praie nel punto a. 

e). Noteremo inoltre che eambianda Ji(i) In — ,> a intandando dia la i 

a i n 



per modo ohe qneslo rsaidna 
foDiione Incerta ■(■] 



fanrioM ?(■) li 
di rWi^l'l ne 



J 



63. In particolare dunque, supponendo che gli infiniti 



h'iX,) 



I facendo 
» appunto il resìduo 
nel pnnto Xm iì ottengono le formole seguenti: 



(27) ; 



■(W 



fe- /cf > " '" '^ - V " ? i «pir* ~ "«l'i 



ji.)) 

w= 1 



le quali danno luogo alle altre ai limiti 

'i 



B8) . 



ohe saremo sicuri che sussintimn appcnn si riscontri che uno 
dei due membri Im un sigtiilìcfito determinato . 

La seconda delle (27| poi cauibìaudovi (f(z) in f{i)'^i), sì 
trasforma nell'altra: 



■ I non 111 an punto d' iDlliiltii DÌ di f» ni H ioti), baita onviiiTe che la lom- 
ma precedenU ^ '/^ enotcrri anche El terniiiw Th') m;',('| p«r att«aere sablto dalla 
(B&J la formala teguratt : 



.j,..P-„^ 






eb* «iremo sicuri che 9UB«Ìete apprnn sì rìicnatrl oho uno dei tannini dal MOODdo mem- 
bra ha un signiflotto, a lerdrà pnrclò in tal caso a darò nna «viluppo di firn) {(/(a). 
S'Intende bene come quinte oatercai ioni possano riMcire ntillasinie nella teo- 
rica dilla funiioai dì Dna Tirialiile completila. 







2> = 2 






+?w 



f(>.H>U ..) -'K>^)ti"(x,) ) 



e ijnesta thIc qualunque siano le funzioni -((z) e <{-(;), pureU 
siano monodrome e continue, e esse o almeno il loro prodotta 
non divenga infinito nei punti X, , Xj , , . , ì^i 1 e continua a wp 
lere anche al limite quando si riscontri che uno dei suoi membri 
conserva nn significato determinato. 

Neil' ipotesi dunque che la funzione Y^z) soddisfi anche *l)i 
condizione '{''(X«) w'(X„) ~<K'^) w"()^) = 0, la rcrmola precodenl» 
dà luogo alle due: 



(29) 



l2Ìrilf^*')"'<-'^"'- 



delle quali la seconda non può assicurarsi che sussista altro che 
quando sì riscontra che uno dei due membri ha un signiScata 
determinato; e poiché si soddisfa alU condizione che si ha per 
'K^) prendendo '{<(?) ^ n{z) u (;), ove z(^) è nna funzione che i 
nionodroma al solito e continua, e la cui derivata è Dulia uà 
punti X, ,>,..., Xa,.w8Ì hanno anche le formole sedenti: 






limÌ,,^-y?{2)ii(.).r(2)rf2 



2t^ = 









la aecoada delle quali sussiste soltanto qitanHo si riscontri che 
UQO dei suoi membri ha un significato determinato; e in queste 
le fr sono i residui della funzione ff(2)jr(^) «■'(;') nei suoi punti 
d' infinito diversi da X, .Xj,..,X„,,,, e rf(z) e tcìz) sono funzioni 
di z moDodrome e continue che non divengono infinite in questi 
punti, e la seconda delle quali.gode della proprietà che la sna 
derivata :i\i) è zero nei punti stessi X,,Àj ,..,),i. ,,,, per modo 
che se u(^ è sempre finita entro Ch, o diviene infinita soltanto 
di ordine nuperiore al primo coi residui uguali a zero, indicando 
con '/(2) uua funzioni^ sempre monodroma finita e continua, si 

potrà prendere ic'(2) = /{2)w{z), ovvero k{z) ^ j -/[z) u{z) d s , 

gÌHCchè VìD'6rTa,]e! j ■/(lz)ìi{z)dz verrà ad essere inonodromo 

e continuo, ec 

Prendendo k(«)=1, le formole precedenti danno luogo 
olle altre notevoli: 



(29)' 






K,h, 



.'■«, 



sono i residui di - 



□elle quali u[z) e f(s) sono funzioni di : monodrome e continne 
la prima delle quali ammette gli infinitesimi di prim' ordine 

I - — 37- — nei BUOI 

punti d'infinito diversi da X, , X} , . . , che cadono entro C„, e C« 

! è una linea chiusa sulla quale non cadono infiniti delta fun- 

I . ?(«■) w» 
zione ^— i, ■ — . 

I Formole analoghe si avrebbero facendo p=3, 4,.. nelle 

I (24) e (25) (♦). 

I (*) Fiii:?nia Ddt brere digtaiilane, mi permatti) di nntira cha In fomule troiate pns- 

L wiio riuauiia utili hhuIu per 1* ricerca della lutniiu dalle aarie ; ]> !,:hè igauido è data una 





64. Ciò premesao, torniamo a considerare le serie del §. 00, 
supponendo appunto che in esse le quantità X, , Xj , . . , X. , . . 
siano infiniti di prim' ordine di una fansìoae ir{z) uionodromA 
e continua a distanza finita in campi che contengono i punti 

■«ria VOn . ilsterminsoda le fniulani f|i).^(t), s i^ij o ii(ij in mado che |] termÌM 



terì» V g^ li ridoni t, qantti delU detenni ntiions del limite delU dìtTerniia clii 



1° Vugliui la lORilni delU lerje 1 — ,_ ' ove -/ è rmle o rompIuM 

utm eiisre però dd Damerò ÌDtero> • a a a: sono numeri rekli e poHitltl eamprwi 

Supponeudo io primo Iuo(o 7 diierio d» lero, si atientti cbe pr«M 

f(»)= -— — — -7—, u;{i|=cOtni, o ti{j)=tjjrt, 1» •onim» dai du» termini -ir^w» 

«irriipondono « 1,^ — «a ) ji=™ fn'pH)) di appunto — "j_Ti — ■ * luiutli. prendendo par 
C„ au rettan^lo coi liti panlL-li ^W usi n e •/ simnietrico iutoma •ll'orlpo* a 
cIm non paui pei punti iz^-^kt, b ^erTsndusi della prima delle tiSi con «nar- 
rare ohe Id queito uaao Is quantità 7, si tiducDUo a quella che coTrìspanda a b=7i 

iena 7 san a 7 col » 7 , , , . „ 

t che ( uguale a — — — — — — — , si trorer» anbltoi 

f lìciti — ■ n +»''>'7'J e-,,...,. * I 

ora r Integrale è eateeo al retUngoln Indicato: e qnlndi la noitm rìc?iea sarà ridotti 
a quella del timlto drll' integrale del secondo membra. 



«ione — -■ — ditiena Infinita ec 

reeldoo aen i '/ km % 7. il (eeomlo di 

a a 7: quindi aoBlilnendo e riduoendo i 
v »«n»3»«n .ig _ tm «y tea (n—a) 7 ^^ 1 r «en » « len fn—a)t 
7 «» - 7' a 7 iiauff7 *^'f'J t«~V) wu r a * ' 



• poichì la fmiiione -— -- — ditiene Infinita entro II rettan^io aoltuito nel 
ponto 1=7 col reeldoo aen z 7 '^os > 7. 



I 
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X^ , )si f • • i^Mf . • ; e, ponendoci dapprima nel caso più generale 
della serie (15), cerchiamo di soddisfare alle condizioni che 
allora si hanno per le serie (19) e (22) e per la somma Qn^t 
dei loro primi n termini . 

2 ten a? t MD (n— a)« = co8 [?r— («+*^1 « + cos [tt— (se—»)! *» 
M poaitmo neir integrale invece dei seni e coseni le loro espressioni per esponen- 
ti, e osserTiamo che aD-|-sc non arrìvA a 2?r, si Tede sabito che quando 'J>aB le 
pMikni dell* ultimo Integrale clie sono estese ai lati orizzontali tendono a zero.col- 
rallontanarsi di questi lati dall'asse delle x, e quelle ntesB ai Iati rerticali si man- 
tiQfO&o tempre finite e tendono a T<»nire eguali e di segno contrario ; e qaesto porta 
intento a concludere che se x^x si ha : 

y sen n g sen n g sen x 7 «en (tt—t) 7 , 

1 i»«— 7^ ■" 27 sen TT 7 * 

• qoesta formola , a cansa della convergenza in aguale grado , e qnindi della conti- 
mite della serie del primo membro, vale anche per ar=x . 

Cangiando ora a; in a, e a in « si trova che per x^ a si ha : 

^ sen n a sen n x sen oc 7 sen (^ —x) 7 

f n'— V' ~~ 2 7 sen TT / ' 

! , , . .. v , j 11 ,,. *f Senna sen n« ^ 

• li eondade quindi che la somma della serie data ^. — — per x <C « 

1 w* — /• — ^ 

j ig«7i€n(;r^a)7 V, ienjnrjen(^r--g^ 

278enir7 - 278en7r7 

NMBdo pelò divera* da zero e non intero, e x e x sono compresi fra e ir ( e tt 

wM-iocl.). 

Osservando poi che per 7 compreso fra —1 e 1 ( ± 1 esci. ) la serie data e 
li Nome trovate^ considerate anrhe come funzioni di 7i sono finite e continue , si 

^libito die la wrie I '"' * "^ f ° * ^ per x <a ò uguale a ^^^^=^ , e per 

f>^t ugnale a ^ ""^\ e cosi la somma della serie data resta determinata in 
~— 2jr 

^■»iiii Uniti per tatti i valori di 7 diversi dai numeri inteii ±1, ±2...; e questa 
MiuDaha una particolarità notevole, quale è quella di avere due espressioni analitiche 
^me per gli indicati valori di ce e di a . 

V Tocllasi la somma della serie S . per a; fra — «• e n 

^ 1 y„ sen ynW 

(i«esd.), ove le >|»Xtt«. sono le radici positive della equazione sen»r»-r«cos7r«=0, 

1* 4Mli evidentemente col crescere sempre più di n non sono numeri interi, ma ten- 

. ^ ,1 * 2n4-l 

m» faivece verso i numeri della forma — g— • 

bis 
Per servirsi ora della seconda delle (29) ' si prenderà Hfa)=sen rr»—?:* costts, 

»'(i) = 3r«»sen7r«, e poi si determinerà il ?(«) colla condizione che sia 
_« » % /»• » ^^ sen z X 

tìlB __ *^ 1^^ . talché basterà prendere ? («) = «« cos «x, o ?(•)== - 

per X diverso da zero, e 7(»)=w* per *r=0 . 



L serviremo 



per questo delle forraole che 



(30) 



"'Jc, 



"Ifi 



)d2 



Fd..)- 






'c. r 

eoa) dallft formoU titu'M p«r .e direrso i1« lero: 



Ì'-«=Ì?^ 



quinlo li proDila pur C„ per et. du rettantiolo df cui un UtO «U siili' aua dell* j, 
quello parallela passi pel punta J^i^ii, e gli Bttri due sUiio > disUnu Brande qiuuW 
s) moie dsll'assB delle a-, e s'intenJa escluso con un picr'ilo aenilwrchio il puDto ■=0. 
perchè In essa U (uuilone sotto l'iategrale diviene iuBultn del teti'ordiaa con im 

3 8 X< 

rosidoo che ai trova racllmente o«a«re ugnale • tt, " — "a » ' 

On r integrale eatcso al lato ohe ò <ul)' aaae delle « è lero identicamente 
perobè la tunzto'ie sutto 11 sugaci è dis|iari-, quello esteio al aeniicurcbia dilla 
per Stti è la metA del resldae preso col aegna cambiato (purché li aemicenhio tieM 



lati oriiiontali per r fra - 
lati dnU'asee delle r tenda 
lato rerticaU lu cui e^n-)- 



aindl è u^ale a ■ -- 

e ir ( -£ TT eacl. ) coll'a 



^^^x: 



- -- r; sii inteerali oitesl ^ 
lomanarai sempre p<il di qnoU 
n<io rintagmlc estoao ali* altra 
ito: dunque aari 



Intendendo cbe nall'ìnteicrnle del seeondo membro aia B^at-j-t y. 

Uà eaeguendo una integraiiooe per parti coi prendere Ben z > p«r fattore flnitil, 
si Tede subito che la quantità di uni dere cercarsi il limita eqiilTaie all'altra: 



c 



-e 



o'e devo prendersi 11 aegno + o — secoudochò a S pari o dispari; dnnque poichi 
questa per a crescente all'inflnibi ha per limite lera. ai conclude era ernz'altm eh* 
per » diterao da «ero e compreso fra — n e " ( + nescl.) la aomraa earcata della 

Se poi *=0. allora prendendo f(>) = n'i, si troTa: 

■V --—,;- -^lini --. / '^,' ~,^~i''' 

*i '" '"" -."•Jc,,^""" "' '"' 
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che danao il modo di esaminare la somma dei primi n termini 

00 

àeìla serie 2^««T(^")» ® questa serie stessa, o le due formate 

1 
dalle parti reali e dai coefficienti delP immaginario dei sìngoli 
termini; e profittando della tanta arbitrarietà che si ha incpC^), 
e limitandoci a scrivere le formole relative alla serie (19), 
giacché per passare poi a quelle relative alla (22) basterà 

porre invece di / F{a'^t)Eg{jg ^a '\'t)dt il valore corrisponden- 

te 1c,{sf) \Ks{if y a+t) — K,(^,a)j, procureremo di ridurre il 
Kcondo membro della seconda di queste formole (30) alla parte: 

00 m rt 

V y »„, H. (X,. , a) / F(a+0 H. {\n , a+t)dt 

della espressione (19) , coir ammettere però che le funzioni 

rt 

H,(2,a) / F(a-f H,(2r,a+^)d^ pei varii valori i\ aet che de- 

•/O 
Tono considerarsi siano funzioni di z monodrome e continue 
ore lo è ic{z% e non divengano infinite né complesse nei punti 

^f A^, . • , Xm , • • 

Per questo, gioverà evidentemente di prendere: 

m rt 

^^) = 5 f .(^) H.(^ , a) / F(a+0 H,(^ , a+O ^ ^ 
t -'O 

o 

t MMnrando che 11 retidoo per «=0 della funzione sotto rinterrale ^ 77; ^ * « pro- 



10 

00 



coma nel cmo precedente, si tro?» che la somma delle serie -i -i^ : 

1 /,|Sen;n7r 

i --r- }r; talché si può dire che per x fra — tv e n {±^n esci.) si ha sempre la 



fWBoU: 



2^ c<»s>„ a; _ Src' 8 



1 XnSen/^/f An 20 

qotndo le quantità >i .).« 1 ••«'*«,,. . sono le radici reali e positire della equazione 
••"^f» — r tcos ;r «== 0. 



ove le -f ,(z) , ì!i(£) , . . , fm{^) sono m funzioni di ; da ^ 
narsi, monodrome e continue come "'(;), che possono-' 
esaere tutte eguali fra loro , e anche esseie tutte coati 
oltre non divenire infinite nei punti ?,, , X^ , . . , X„ , . . , d 
esser tali che la funzione f{z) non divenga infiniteaii 
questi punti, o Almeno vi deve essere una classe di un ni 
infinito dei punti stessi che non eono infinitesimi di ^(z 
nessuno dei valori di a e di ( che occorre di considerar! 
Ora con questo valore di f{^} la prima delle formoli 
diviene ; 



(31) 



■"'Jc, -■ Jo 

f,(X,)H.p,„.) ft 



— \ V.i 



' F(,+OH.().,,: 



ove le 7, , 7s, . . , y™ sono i residui della funzione sotto x 
integrale corrispondenti ai punti d'infinito diversi da X,^ 
(se ve ne sono) che cadono entro C„; e quindi, aeparan 
questa equazione la parte reale dalla parte immaginaria, 
tende subito che ae avverrà che per a compreso fra ceri 
meri a e b dati o da deterraiuarsi convenientemente, e 
diverso da zero e compreso fra e b — a (Zi -a al piCi esci 
a=n ) la parte reale della quantità: . 



1 r •" 



,(^) H.C^ 



/ F(«+OH^^,«-fO^ 



abbia un limite determinato e finito x(a,0 che come fan 
di t fra gli stessi limiti 0, e b — « (0 esci, ec.) è una fan 

finita e continua che ammette una derivata parziale ~= \ 

e atta alla integrazione da a b — a, e se lo stesso Mi 
per ( compreso fra a— a e (0 esci, ec), allora indicali^ 
generale col simbolo [«](, la parte reale della quantitlkJ 
avrà la formula seguente: 
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) 



cbe yarrà per ^ diverso da zero e compreso fra e b — a 
fra a^^a e (gli estremi ±(6 — a) al più esci, per 

g a a=ò), e intendendo che in x(*i±0) debba prendersi 

il segno -f~ o i^ segno — secondochè t è positivo o negativo ; 

e in queste formole ^ potrà anche essere discontinua o infi- 

vt 

niiis per ^=0. 

Di qiiì apparisce che se la funzione x(^)^^ ^^^^ disconti- 
noa per ^=0 per modo che x(*» +0) e x(«i — 0) siano diverse 
da zero e siano uguali e di segno contrario e indipendenti 
da a, rimarrà intanto soddisfatta la condizione relativa alla 
oanvergenza e alla somma della serie (19) quando si prenda 

K^ 1 a 1 *o) = — jf 1 /*•• »• = [ ^H T»0^ ) ]oi « conseguentemente 
Colle notazioni precedenti poi si verrà ad avere: 
"io ^' ^ 2r 2. ^' T'P^)] H. (X, , a) / F(a+0 H.(X, , «+/) d < = 

i * '^' 2ViJ "<^) «* ^ 2 ^'(^^ ^' (^ ' «V ^(*+'^ "«(^ ' *+'^ * - 2 ^' 

j n m 






t f tn rt «»•» ) 

-^ / uiz) d2\f. iz) E. iz,a) I F(a t) H,(« , OL+t)dt - V 7, ; 
««J0« i ^0 1 ' 



e (e t, è un numero positivo piccolissimo, per t compreso 
fi» a — a. e — Sj e fra 8| e b — a ( a==o o a^b al più esci. ) 



qaeata quantitìt 






o ( il che è lo fitPBSo) la di'rivafa risptt 



a t della parte reale della espreaiione (32), dovi^ resttrc n**' 
mericamente inferiore a nn numero finito qualun^ne nìa n\ * 
qunndo queste condizioni siano soH^lisfatte, allora jwr conoliiJrt'—^ 
che lo sTÌluppo (15) è applicabile altu fnnzimie flr) nei Bolitf' 

cosi basterà vedere se la aorania G„,t o la sua derivata -~ — ' 

per t fra — s e s soddisfa alle solite condizioni dei pangn^^k 
precedenti; e in partico!<ire quando (limitandosi a conaiderti^K 
f(.x) nei punti <x negli intorni del quali essa non la infloil^B 
O'icillnzioni o tia una derivata che resta atta alla iut^gnuion^H 
anche ridotta ai Valori n8solnti)9Ì i-ichiederà soltanto che G.^ 
debba essere sempre finito fra —e p e, allora basterà vrrìfictr^ 
questo per la solita parte reale della espressione (32). 

E se avverrà che per un num^TO finito di valori di t fr^ 
a — a e — s, o fra i, u b — a non sia soddiafatta la condizìoi^,^ 



che 



ìGn. 



- resti □ uni eneamente inferiore a un Dumero Gnifc 



qnalunque aia n, o si sarà incerti, allora bisognerà che la fn^:^ 

zione fX-r) sia tale che l'integrale del prodotto /(«+<) —ry 

o quello del prodotto di f{^-rt) per la derivata rispetto a i 
delia piirte reale della espresuione (32), esteso a intomi mn^S— 
CtentemL'ute piccoli degli stes-ai pnnti la cui ampiezza nc^" 
dipenda da n, sia nuraericaniente inferiore a quel numero c^»* 
più ci piace qualunque sia n. e ciò anche ridiicendo il prodot*^ 
medesimo ai suoi valori assoluti (§. ó7): e quando questa coodirio»!* 
si trovi soddisfatta non occorrerà fare le altre verificazioDÌ «n 
Oii.( pei valori eccezionali di ( ora indicati. 

Oli stessi risultati ai hanno ae, invece che per la porU 
reale della espressione (32), le condizioni qui indicate si verifi- 
cano pel coefficiente dell'immaginario, intendendo però a!lnn 
che il simbolo \a]„ indichi il coefficient" dell'immaginario 
I quindi si ha cnsì nn teorema generale che, sebbene di UD 






ciato aasai complicato per le Tarie condizioni che porta, e per 
la generalità che voglio ancora conservare, mi sembra però Ai 
molta importanza, come apparirà chìuro anche dall'applicazioni 
che poi ne farò; e questo teorema è il seguente; , Se pei 
valori dì x in un conveniente intervallo dato o da. deter- 
minarsi (o , fejle m funzioni H, i>,i), Hj [z , -i'),.. , ÌÌm(z ,x) 
sono anche funzioni monodrome e continui; della variabile 
complessa z in campi che contengono i punti indici delle 
quantità reali o complesse X, , Xj ,.., X„ , . . , nei quali punti 
le funzioni stesse H,,lfo,..,H,„ hanno valori reali; e se queste 
quantità X, , Xj ,.■ < X,,,.. sono date come infiniti o parte degli 
infiniti di prim'orfline di una funzione pur minodroma e con- 
tinua negli stessi campì f''(^), o come radici o parte delle 
1 

quantità tali che con esse, sole o insieme ad altre, sì possa 
costruire nna tal funzione »■(^) che le abbia per infiniti dì 
prim' ordine; allora, una funzione f{x) della variabile x, data 
arbitrariamente nell'intervallo [a,b) potrà svilupparsi nei 
aoliti casi pei putiti a di questo intervallo in serie della 
forma: 



(33) 



kC 



A'ì'i(' 



a,a , Aj) dx-j- 



ì 2 jP..|H,(X.,=.)+P.„H, (),.,«) + . 



(34) 



.„/«,■■) F(i)H. 



(X.,.r) dx. 



a essendo G e p„„ costanti determinate, e F(x) una funzione 
a reale e conveniente di x; e ciò tutte le volte che riescano 
t soddisfatte le condizioni seguenti: 




1." .che si possano trovare m fuuzionì dì z f , (^),'f/j),. •,'iJ^^^ 
. tali che la funzione : 



7{^)-y,'fMn.iz 



«)1 FC«+OH. 



.{z,i-il)dt 



risulti mnnodroma e continua nei ooliti campi suindicati. « 
che al tempo stesso indicando con ^i i 7j • ■ • T« • ■ - ■ >r«"<liù 
della fnnzione f{z)w{z) nei Ba<ii punti d' infinito v,,yj,..,Va^^ 
diversi da )^, ,>^...,X„, .., e descrìvenrlo una linea chiuM C. 
entro gli stessi campi che non pasni per alcun punto d'in6nito 
della medesima funzione z{!) ti-[z) mn contenga nel suo interno 
i punti >^ , Xj , . . , Xh e tiitt' al pìii anche gli altri punti 
V, , Vj , . , , v„ , si trovi che la parte reale ( o il co«fficÌent# 
dell'immaginario) della quantità: 



1 



(SS) 



1 r m ri «r, 

( pei valori di ( compresi nei soliti intervalli (<j^a, — i, ) 
, (S| , 6 — %) ahhia una derivata il cui valore assoluto è inf^ 
« fiore a nn certo numero finito, qualunque sia 1' ampiena 
n della linea C»; e di pi& , col crescere indefinito di C» 1i^-A 
, parte reale (o il coefficiente deirimmaginarìo) della qiiaatil 
( stessa (^5) pei valori di a fra a e i (a e & al piìi esci.) ^ 
. pei valori di ( fra « — « e 6~5i abbia per limite una fan — ■ 
I zione >;(«,() che, oltre essere finita e continua per tatti S 
t valori di t fuorché per t=0, ammetta pei valori di t dìvun 

1 da zero una derivata determinata *j^ finita e att^ alla inte- 

. grazione fra e It-ix e fra a — et e 0, e sia tale altrml che le 
, due quantità ■/(3,-i-O}, /{%, —0) siano diverse da zero apuli 
■ e di segno contrario e indipendenti da a. 



2." , che pei valori di ( fra - 
a corrisponde alla G„,[: 



i e e la quautitiù che ora 



\C^"+[Lf^l^-^<'^''-ì-'-l' 



. [o 



' intende che il ! 



L k 



! reale ( o 



1 secondo termini 
il coefficiente dell' immaginario ) del termine atesso ], o la 

■ derivata di questa quantità, soddisfino alle solite condizioni 

■ dei paragfflfi precedenti pel valore a che si considera; e nel 

■ caso particolare in cui (con.siderando la funzione f{.r) sol- 

■ tanto nei punti a nei cui intomi non ià, infinite oscillazioni 

■ ammette una derivata che resta atta alla integrazione anche 
( ridotta aì suoi valori assoluti ) ci ai limiti a richiedere che 
, fra —t e s On,i debba restar sempre numericamente inferiore 
, a un numero finito, allora basterà che questa condizione si 
, trovi soddisfatta per la parte reale ( o per il coefficiente 
, dell'immaginario) della solita espressione (35) ,. 

E se avverrà che per un numero finito di valori dì t 
fra a—fx e — s^ o fra e, e b — a la derivata rispetto a ( della 
espressione (35) non sia numericamente inferiore a un certo 
numero finito qualunque sia l'ampiezza di C«, o si sia incerti, 
allora bisognerà che il prodotto di questa derivata per /(a-j-t) o 



l'altro f{a-\-t)' 



it 



soddisfi alla condizione indicata sopra 



(§. 57); e in tal caso per questi valori eccezionali di t non sarà 
neppure necessario di fare le altre verificazioni. 

Le indicate verificazioni poi, anziché sulla parte reale o sul 
coefBciente dell' immaginario della espressione (35) o sui loro 
limiti, potranno farsi talvolta con maggiore facilità sulle parti 
corrispondenti della somma o delle serie che loro corrispon- 
dono secondo le formole precedenti. Ordinariamente poi la 
derivata della espressione (35), oltri che sotto la forma ; 



2 2 e. <p. (X,) E.{K , «) H. {K , ^-H) F(«+0. 
l'I' 




che risulta dnHa (31), potrà porsi anche sotto l'altra: 

e le verincaz'oni relative potranno farsi sulla parte reale o 
coefficiente dell' immaginario nell' una o nell' altra di qiiestM~_4 
espressioni; e quando in un modo o in un altro le indica 
ver-ficasioni siano state fatte, allom potrà dirsi che ne! 
aerte (15) si ha: 






Jif. 



P-..==[c,?.(U]o ,G=Z(".+0), 



(36) 



+ 2 2 t''' ^•^'->]" ^' ('- - "^^ H. {X, , a4 F(«^-H) 
l'i' 

ly ?(( , a , A,)rfl=-/(,,±0) —/"».')+ [2^ /^?(^) «'(^ì d, - y T,l=^^^ 
n m fi 



F(a+OH^'^.»- 



ove C|,Cj, . . , e. ,.., sono i residui di w{z) nei punti d'ìnfinì^^^ 
X,,Xj, ...)«,,,.; in '/(«.IO) deve prendersi il seguo -}- o il s-^ 
gno — secondochè nella formola il ( è positivo o negativo; * 
i aimboli [ \ indicano, secondo ì casi, la parte reale il coe^ 
ficieute dell' immaginarlo della quantità entro la parentesi. 

Ordinariamente poi potranno invertirsi le integrazioni rela- 
tive a f e a 7, e talvolta facendo questa inversione i calcoli 
potranno'ridursi più semplici. 

65. Merita inoltre di essere notato che , in forza deU« 
nostre ipotesi e della equazione (31), se si troverà che i pro- 
dotti Cr ?, (X,) sono reali ( o puramente immaginarii) altrettanto 
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dovrà accadere della espressione (35) e della funzione 7(01 , /) , e 
quiudi le verificazioni potranno farsi aenz' altro sulla espres- 
sione stessa e snlla sua derivata ec. (o tu queste quantità divise 
per i); T immaginario venendo a sparire di suo a calcoli ese- 
guiti . 

Se poi, BPnza stare a distinguere la pnrte reale dalla 
immaginaria t;ella espressione (35) e nella saa derivata, trove- 
remo che si verificano pei moduli le particolarità che aopra si 
chiedevano pei valori assoluti delle parti reali {0 dei coefficienti 
dell'immaginario ); e oltre a cib troveremo che per n^oo la 
intiera espressione (35) ha un limite determinato e finito (reale 
o complesso); e indicato ancora questo limite con ■/(«,/), esso 
gode delle proprietà dette sopra, o anche, senza soddisfare alla 
condizione /(a , +'^1^= *~/{* 1 — 0), è tale che sono diverse 
da zero e eguali e di segno contrario le parti reali di /(a , -fO) 
e ■/(«, — 0), o lo sono le parti immaginarie; 'allora le condi- 
zioni de! teorema rimiirranno tutte verificate dì per se sulle 
formo'e che si ottengono prendendo soltanto la parte reale 
delle quantità che vi figurano, o prendendo soltanto i coefficienti 
delle parti immaginarie; talché lo sviluppo (33) sarà certamente 
applicahile . 

E per questo appunto rhe, senza distinguere nelle nostre 
formole la parte reale dalla parte immaginaria, le verifica- 
zioni verranno fatte da noi sulla intiera espressione (35) o sulla 
sua derivata; coli' avvertenza soltanto che quando si trovi che 
qualche condizione non è soddisfatta e i coefficienti Crf,Q.r) 
sono complessi, allora converrà passare a considerare separa- 
tamente le parti reali o le parti immaginarie, potendo darsi 
per es. che l'indeterminazione nel limite della espressione (35) 
provenga dalla parte immaginaria e non dalla parte reale, ec. 

Giova però avvertire che se nel fare queste verificazioni 
sulla intiera espressione (35) si troverà che la sola condizione 
non soddisfatta è quella' relativa alle parti reali o immaginarie di 
Xla.+O. e ■/.(«,-0),esi avrà x(:i,-i-0)=;j.4-»v,x(a.-0)^f.+»a, 
senza che sia nà il= — f- , né v= — 0; allora fatta eccezione sol- 
tanto pel caso in cui si avesse i^v — [i.3=0, potremo sempre 





1^8 



determinare ìaEniti numeri reali p e q feì quali si 

^p — vq = — tpp — aq), ovvero (^-{-pìp— b>-r^)q^O 

che jtp — vq sia uguale allo zero; e quiudi se alle funzioai ^J,r^ 

sostituiremo le altre (p-{-iq)'f,<.2) rimiu-rà soddisfatta anche 

condizione che dapprima non trova vati ve ri Beata. 

G6. Af^ungiamo ora che, come notammo oopn, le Ai^k^i 
zioni (p,(^),'p^(^),..^F„(^) non possono divenire inEnitesim* Ì-j^ 
ciascuno dei punti )., , X^ , . . X» , . . ; ma questa condizione (c^ 
pure talvolta gioverìi dì tenere mente nel fare la d«t«rmìnaiiac^ 
delle funzioni stesse ) sarà soddisfatta di per aè qmuido lo a^ 
ranno le altre condizioni poste aopra . K quando , come onli- 
nartamente accade , i punti X, , ).j , . . , X, , . . sono tutti da una 
stessa parte di uno degli assi -i^ e y, per es. a deatra di quello 
delle y, allora potrà prendersi per linea C^ una linea che sìa 
anch'essa tutta a destra di quest'asse, come ad es, l'aitse delle jr 
e una mezza circonferenza col centro all'orìgine, o nn rettan- 
golo di cui un lato sia sull'asse delle y, quando perù non tÌ 
siano punti d'infinito di f(z)ic{z) 8u| quest'asse, o altrimenti 
escludendo questi punti con piccoli semicerchi, ec... In queatl 



cari poi l'integrate f 7(>) uiz) d z esteso ad alcune porzioni dì 

C. potrà talvolta essere zero identicamente, o tendere a zen) 
al crescere indefinito di C», e allora questa parte potrà trrla* 
sciarsi senz'altro; e così per es. se l'asse delle y farà parte d' 
C« e la funzione ^(j')rf(;) cambterìi soltanto di wgno al mntart 
di 7 io — z, o almeno questo avverrà sull'asse delle y, allora 

nell' integrale / y(z) h<:)(/ ; potrà tralasciarsi la parte estesa «J- 

l'aaae delle y, poiché essa sarà zero identicamente, ec. 

\ r ""• 

67. Lo studio della differenza „ - / s(;1 w(i') di — V r*-' 

ore Ci l'intiera linea G. o quella parte di essa che, seeoOiA'' 
quanto abbiamo detto, basterà dì considerare, presenterà a p s » * ** 

difficoltà assai grari . Giora perì) notare che a« la serie 



UL 
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si riiiiirrÌL a uu numero finito di termini o si saprà che è 
convergente, allo» nei cercare per ea. il lìmite della indicata 
differenza ( o delle ìiue parti reali o immaginarie), basterà limi- 



tarsi a considerare l'integrale 



2"-./ fiz)w{2)dz: 



' se il prodot- 



to -fCz}!^!) quando il modulo di t sia sufficientemente grande 
si potrà porre sotto la forma P(a ,i ,i)-\- A(a ,t ,z), ove per 
aét compresi fra i aoliti limiti (dati o da determinarsi) P(c( ,t,x) 
è sempre monodroma e continua entro le curve C„ e diriene 
infinita in un numero limitato o illimitato di punti a,,ai,.. 
coi residui ò, , òj , . . eli» in generale dipendt^ranno da tx e 



da l, mentre A(a,(,i) è tale che l'integrale / A(a 



t,!)dz 



al crescere indefinito di d, abbia per limite zero o una quan- 
tità conosciuta Àa,f), allora la quantità da considerarsi si 



ridurrà all' altra 



■./>« 



2ii 



•C. 



>,(,!)■*» + 



A(a,() 



-2 



basterà vedere se il limite di questa (o della sua parte reale 
o del coefficiente dell' immaginario ) darà una funzione y(a , () 
che soddisfa alle condizioni generali poste sopra. 

Noi caso poi che C « sia l'intiera linea C» e non vi siano su 



essa punti d'infinito di P{o,(, :), all'integrale. 






,i,i)dz 



potremo aoitituire aenz' altro la somma £ b. dei residui di 
P(a(,f,z]; mentre se C'h è soltanto una parte di G„ ed è 
percorsa nel senso diretto, formando con questa parte C. e 
con un altra linea C". un contorno chiuso che non passi 
mai per alcuno dei punti a^ , Oj , . . , e che potrà anche essere 
la intera linea primitiva Cn , noi potremo sostituire all' iute- 



graie ; 




,:)(/: la somma Itb^ dei residui, con più 



Ìj 



V integrale ^-^ / P(a, t,z)dz esteso alla liuea aggiunta C 
percorsa conTenìentemeiite. 

Rispetto poi all' integrale / A(a , ' , :) f 



,i)dz farò oiierra^ 

che quando C'„ sarà una porzione di cerchio di ra^o p 

allora, aTcndosi su C. :=pe ' ,d2=:id^, e rìntegratioo* 
rispetto a venendo a farsi fra limiti finiti, l'integrale stessaj 
al crescere indefinito di Cu verrà ad avere per limite zero tatta | 
le volte che su C'h la funzione : À(3 ,t,:) Gnisce per avere ns 
modulo sempre inferiore a un numero arbitrariamente piccola 
in tutti i punti di C'„, o fatta tutt' al più eccezione per un 
numero finito di punti nei cui intomi però il detto modolo 
resta ancora finito, ec. 

Queste osservazioni ed altre simili che caso per oaMli 
presenteranno spesso spontanea monte , potranno tornare otiE 
anche per gli altri studi che dovremo fare sulla diffenoa 

1 r "'" 

;r— , / »(ì) i('(:)(f« — V fr per applicare il teorema ennnctilo 

sopra . 

68. Ma la difficoltà piil grave per l'applicazione del teo- 
rema del §. 64. proverrà di solito dalia ricerca che sarebbe d* 
farai delle funzioni ?,(:) , ^^(O , . . , f„{i). 

In certi casi però queste funzioni si trovano subita: * 
d'altronde, poiché il più spesso invece degli sviluppi (lójn 
hanno da considerare quelli pii) particolari (16), la indicai* 
difficoltà nei casi ordinarii viene a sparire di por aè; penili 
essendo dati allora anticipatamente i coefficienti /).„ e alle uri* 
(19) o (22) venendo « sostituirsi le (20) o (23) nelle quali tutto * 
già conosciuto, sì vede subito come debbano essere scelte b 
funzioni ff{i) ,^^{2) ,..,f„{i), la funzione f(«) che compa- 



risce neir integrali 



è/' 



if{e) tc{z) d M 
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In questo caso infatti, per potere applicare le formole (30) 

nviene ridurre la serie \ Cn^Q^n)^ o 1' altra V -,r^ ove 

^) è rinverrà di tc{2)^ alle forme (20) o (23); dunque, limi- 
ndosi al caso della serie (20), evidentemente la funzione j{z) 
irti ora determinarsi colla formola: 



H,(#,a) / F(a+0 H.(# , a'\4)di 






Ja 



Te la iC|( a , ^ , 4r ) è una funzione monodroma di 9 che si 
nnulla nei punti Xj,X2,..,Xni.. ma che del resto è ar- 
itrarìa, e quindi può anche prendersi uguale a zero senz^ al- 
ro, in quel modo che più tornerà adatto pei calcoli da 
irsi; giacché (come anche del resto potrebbe vedersi diret- 
imenfce), non venendo essa a figurare nel secondo membro 
ella formola (20), non può alterare il valore del primo 
lembro . 

Così facendo la prima delle (30) ci darà la formola: 



H.(X.,a)/ 
nin fi m Jfx 

'» 111 



H, (X„«) / F(a+0 H,(X, , a+0 dt 



/ F(0 H.«(X, , 
Ja 



t)dt 



re ff(2) è data dalle formole precedenti, e le Yr sono i residui 
^z) u^z) nei punti d'infinito entro Cn diversi da X4 , X^ , . . ., 
,.., talché evidentemente la questione della possibilità o nò 
rappresentare la funzione f{x) data fra a e ft con una 
ie come la (16) viene ridotta alP esame della differenza 

v{z) dz — \'(r^^ quale ora contiene ^immaginario 



, / ^(z) tt'l 



soltanto apparentemente { perchè il secondo membro della 
forinola precedente è reale } ; e per o compreso fra a e b 

questa difTerenza deve avere per limite ^ quando ( è diverso 



da zero e compreso fra i 



;, e — - quando / è pure di- 



verso da zero e compreso fra a — ^o; e (gli estremi +(6 — a) 
al più esci, per «^a o a^^h); e per questa differenza si do- 
vranno avere inoltre le varie particolarità che si richiedevano 
nel caso precedente, intendendo perb ora che la quantità allo» 

indicata con /(a , t) debba essere per t positivo e — ^ per 

( negativo. 

In questo caso particolare dunque il teorema del §. 64. 
prende l'enunciato più Beraplice seguente: , Posti gii itessi 
, dati che nel te<>rema de! §. 64. con più la condizione che 
, quandft non è al tempo stesso s=( , n^=p ai abbia : 

rb 

(37) 



rb 



, si può assicurare che una funzione di una variabile reale X 
, data arbitrariamente fra a e £ si svilupperà nei Boliti cosi 
, secondo la serie: 

(38) 2 |s..i H,P.. , a) + 9.„H,(), , a) + . . . + j„,„ H. (X.,,)j „ 



(39) 



J a 



l\.,x)ix 



rh 

/f(x)HA)..,. 

tutte le volte die ponendo: 




T('>-=]£, 



Jo 



H,(..,:.) F(,+!)H,(i 



.+ ()<!( 



«'W + iJil».'.'). 



f F(l)H.'(.,()ii< 



. questa funzione ^(2) pei valori di tx e di f che ai conside- 
rano risulta una funzione inonodroma e continua di 2 entro 
i soliti campi C„ tale ctie la differenza: 



(40) 



^ 



(-)«■(.') Ì2- 



a per a compreso fra a e t (u e 6 al più esci.) al crescere in- 
a definito di G. abbia per limite ^ quando f è fra e h — n, 

, e — — quando t è fra n — a e (0 sempre esci); e di più 

, per ogni valore di n e pei valori di ( compresi nei soliti 
, intervHlli da a— a a —e, e da e, a 6— a la stessa differenza 
, abbia una derivata rispetto a i sempre inferiore a un numero 
, finito, e similmente pei valori dì t compresi fra — e e e la 
, differenza medesima abbia un valore numericamente inferiore 
, a un numero finito, o soddisfi alla solite condizioni dei pa- 
, ragrafi precedenti ,. 

Al solito pni se la derivata rispetto a t della espressione 
(40) per un numero finito di valori di ( negli intervalli da 
a — a a — e, e da e, a b^'X non si manterrà sempre nume- 
ricamente inferiore a un numero finito o si larà incerti, il 
prodotto di essa per /'(a-f-t) negli intorni degli stessi punti 
dovrà soddisfare alla coudizione d' integrabilità che ai aveva 
negli stessi casi per /l|a-f()*^"i( nei paragrafi precedenti; e 
allora per questi valori eccezionali dì t non occorrerìi fare le 
altre verificazioni sulla differenza (-10). 

Kè si deve dimenticare die in queste formole la funzione 
jt,(B,(,3) potrà, come fu detto sopra, essere presa uguale a zero, 



o anche io quell'altro mnèn qwalfl'nm che pift rendei^ aftwole 
r esame (Iella in<licftta dìfTereoza (40), con che jieni etwa si an- 
nulli nei punti X,,Xj , . , .X^ , . . , e sia monoilromn e contini» 
entro C«. Al variare poi di questa funzione ]:,(ai,(,z) TAtie- 
ranno naturalmente, come fiz), anche le quantità fr che loooi 
residui di !p(;)M'(;) nei punti d'infinito diversi da r^ ,)^,..,X.r4 
e in ogni caso per l'esame de la differenza (40) potranno ffo- 
vare le conaiderazioni del paragrafo precedente . 

69. Se invece delle (30) si usano le altre formole sinulì 
che abbiamo date nel §. 63, si trovano dei teoremi analoglù 
a qnelli dei paragrafi precedenti che in certi casi posMHM) 
servire meglio di questi per esaminare se sia possibile afilojK 
pare la solita funzione f{.T) secondo le serie (la) o (16). 

Limitiamoci infatti a considerare il caso più contane ddU 
serie (16), e ricordiamo che nel §. 63. e! trovò Ik forinola: 



iilfn^)«'^')'^-'"p-ì 



»■()..)' ' 



ove f (z) , ìiiz) , u(z) e tr hanno i soliti significati genermli M 
§. 63 stesso , e la funzione ^t) è anch' essa monodronui 
continua entro Cu, e oltre a ciò soddisfa alla condìxiofM 
i[i'(X,) u'()^) — '[^X„)w"(X„)^=0 per modo che può prendersi sempn 
^r)^T^z)u'(z) ove ^(s) è monodroma e continua entro Cu a 
la sna derivata si annulla nei punti >.,,Xd.. ..)^ , . . :e M ror- 
r«mo servirci dì questa formola per studiare la serie (20) e 
la somma dei suoi primi n termini, converrà potere detemùna' 
re (f(;) e i(r) iu modo che si abbia: 



H^,a)/F(«-fOH,(X. 



d+O dt 



/F(0H.«{X., 



t)Jt 



fC^)«'(X.)-'K^)r<"(X,)-=0. 




Pfr qviesto basterà che sia: 



^ H.(j , ») / F(a+() H,(» ,<t+(ìdl 



p..r-2, Y' 

tW/F{l)H.V,Oil 



f{X.)«-(X.)-.KX.)u"(X.)-0, 

ore ic,(a,f,z) deve essa pure essore monodroma o continua entro 
Cd e annullarsi nei punti X, , Xj,.. ,>.», . .; dunque se questa fun- 
iìoiieff,(2,«,0 potrà determinarsi insieme a t|i(z) in modo che tp\!') 
■ia finita entro C„ o che nei punti d'in6aito che essa vi avesse ì 
letìdui corrispondenti siano uguali a zero, allora siccome la fun- 
xione 7(1) verrà ftd essere mduodroma «ntro C„, si potrà asaicu- 
Tare che si ha la furinola : 



Uw «a) »■'(.) i^- 2^^-'l■l• 



H,(X, , .) / F(=i+0 H,(X, , .+() j < 



fs 



\i)E^\K,l)dt 



ore nel primo membro l' immaginario non sarà che apparente 
perchè il secondo è reale; talché si conclude ora senz' altroché 
, Posti ì dati del paragrafo precedente, la funiione /{t) data fra 
, a e b sarà sviluppabile nei soliti casi in serie della forma: 



i L.„H,o.,. 



■)+«..! H,( ),,<.)+. ..■!-,.,. H.(X. 






Ai)F(i)H.(X,,a:)iJl 

5 ' 

F(i)H.'(l.,x)ifa 



, tutte le Tolte che: 
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1." indicata con '\{z) una fuinione monodroma econtic 
, entro C. per la qaale si abbia '!> '(>.„)»'{>.«)— iK)^) k'Pn,) = 
, e con n,(a,f,?) Dita funzione pur monodroma e continta 
, entro 0^ che si annulli nei punti X,,)^A>><"< >> possano i 
. minare queste funzioni in modo che la espressione: 



(*i) 



,)fì 



,(j,a)/ F(«+()H.(2..40'i' 



''a 



N'W«+'^.(».'.«). 



Feo H.» (^ , rf' 



, resti sempre finita entro C. o abbia ì suo! infiniti di ordine 
, superiore al primo e coi residui tutti ugnali a aero; 

2." , che determinata una funzione rf{i) (che allom nrm 
, pur monofiroma e continua estro C.) che abbia per derinta 

, la eapres3Ìone{41), si trovi che ta differenza: 



(<2) 



^,M«:)..=(:)d=-ÌT. 



2nt 



, al crescere indefinito di Ca pei valori di a fra a e b {ai " 
I al più esci.) ha per limite ^ quando 1 è diverso da stn 

. compreso ira e h — a e — ^ quando ( è pnr divento da w 

, e compreso fra o^ot e 0; e di più si trovi che per „ 
, valore di « e pei valori di t nei soliti intervalli (o — a , — >i^ 
. (i, , b — a) la stessa differenza ha una derivata rispetto t 
, numericamente inferiore a no numero finito, e pei valor! di ^ 
, compresi fra ~ £ e e questa differenza è sempre numericameDii 
. inferiore a un numero finito, o soddisfa alle altre coadiuonì 
, dei paragrafi precedenti ,. 

Al solito poi se la derivata rispetto a ( della esprevioat 
H2) non soddisfarà alla condizione di esser sempre numerìe» 
mente inferiore a un numero finito negli intervalli (o— a,— i.) 
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(sj , b — ft), 8Ì sarà incerti, allora il prodotto di questa derivata 
per f{oi-\-t) negli intorni dei punti di eccezione, supposti in 
nnmero finito, dovrà soddisfare alla condizione stessa che nei 
casi simili si aveva pel prodotto f{^-\-l)Gt,t nei piiragrafi pre- 
cedenti ; e nooa vi sarà bisogno di verificare se per questi 
valori di ( le altre condizioni sono toddisfatte. 

E ai può notare che spesso vi rimarrà molta arbitrarietà 
per le funzioni ^{') e jti(5£,(,2); e di questa arbitrarietà po- 
tremo giovarci per rendere più semplice la determinazione di 



tp(<), o l'esame della differenzi 






qoale esame potranno tornare utili anche le considerazioni 
del §. 67. 

Inoltre si deve notare che quando il teorema ora dimo- 
strato, gli altri analoghi che sì potrebbero ottenere valendosi 
delle altre forraole del §. 63, ci conducono a concludere che gli 
sviluppi sotto la forma (IS) o (10) sono possibili, aLche i teo- 
remi dei paragrafi precedenti ci condurrebbero evidentemente a 
coDcliidere altrettanto, ma in certi casi potrebbero essere dì una 
applicazione piti difficile. 

70. È ora utile l'osservare che se cercando i limiti delle 

espressioni (40) o (42), invece di trovare „ quanto f è positi- 
TO • — ^ quando ( è negativo, si trovasse per limite nna 



negati V 



gitale a 
,nnull6 



per ( positivo 
1 



ì uguaV a + Xi(«'') e ?«■■ ' 



^ + "/i(« . ' o" Xi(« • 'J è finita e 
con (, e anmiette una derivata che è determi- 



continua, si a 

nata e finita rispetto a ( per ogni valore di a fra « e 6 (a e 6 al 
pili esc!.) e per ogni valore di ( fra a — a e 6 — a, tranne tutt'al 
pili pei soliti valori eccezionali di t in numero finito negl' in- 



torni dei quali però l' integrale / f{a-^t) t-^ dt ù piccolo 




./rta4 



'it 



3y 
piacere anche riduceudo f{%-\-t) — ai suoi valori saaolati; aXi 

lora non saranno applicabili i teoremi dei due paragrafi pr*> 
cedeati, e non si avrà precisamente lo sviluppo (38). ma sari 
evideutemente applicabile il teorema del §. 64p e invece dtUa 
sviluppo (33l se ne avrà un altro che differisce da questo p» 



l'a^imta del termine 



ciò che diviene -~ i 
si ha lo sviluppo : 



-jr^.,(^i)..,.„(^^) 



mbiandori ( in r — a, per modo cioi cfaa 



>© 



i « + v; !.„ H,(i.,.) + . . . + ,.,. H.(i,,.) I 



ove le qn,i sono date ancora dalla (39). 

71. È inoltre degno di nota che quando il teorema 6A 
%. 64. ò applicabile, colle notazioni in esso usate si ha la fot- 
mola : 



co oo rt 

Il -^0 

a a — 



(43) 



ove ( è diverso da zero e compreso fra e b — a o fi 
e (a=a, e a=/i ni più esci. ) . 

Invece quando saranno applicabili i teoremi dei 
69, avremo 1' altra formola: 



(44) 



■2.1. 



H,(X.,.) /F(a+I)H,(),,»4^ 
Jo 

/f(()H',(),,OÌI 

Jo 



oTe ( è ancora diverso da zero « compreso negli iaUmtfà 
precedenti, e nel primo membro deve prendersi il segno -r ^ 
il segno — secottdocliè t i positivo o negativo. 



i 
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72. Prima di passare a applicare i teoremi ultimamente 
dimnstrati e quelli dei g§. 57, 58, 59 e 60 ci e utile dì fare 
una osservazione genera)? . 

Si incominci perciò dal notare che avendo applicato sem- 
fie il teorema del §, 23, nella dimostrazione del quale si ebbe 
in mira di non porre alcuna limitazioue per la funzione f[x) 
all'ìnfuori dì quella di essere fitiita e integrabile fra « e fc, 
s'è venuto di necessità che nei teoremi del capitolo presente 
abbiamo dovuto porre sempre la condizione che la derivata 
rispetto a ( della quantità indicata con Q„,i o delle differen- 
» (35), (40) (42) per tutti i valori di ( fra a— a e — s, e 
&B ![ e b — a restasse sempre numericamente inferiore a uà 
Bnmero finito al crescere indefinito di n, o tutt' al più vi fosse 
■ottante eccezione per un numero finito di valori di ( pei quali 
allora dovevano verificarsi le condizioni che ai posero in fine 
iti g. 57. 

Quando però, come ordinariamente accade, ci si limita a 

Considerare funzioni /T[.r) per le quali l' intervallo in cui sono 

''«te può scomporsi (quando sia necessario) in nn numero finito 

* iotervaili parziali ove le funzioni stesse oltre essere finite e 

'ofc«grabili soddisfano a una almeno delle condizioni seguenti; 

a) ài presentare un numero fluito di oscillazioni; 

b) di ammettere una derivata o un estremo oscillatorio 
che resti aito alla integrazione anche ridotto ai ano! valori 
assoluti ; 

f) che scomposto l' intervallo parziale che si considera 
in altri comunque piccoli, la somma delle oscillazioni corri- 
spondenti non superi mai un numero finito; 
^■lora nella applicazione dei teoremi di questo capitolo non 
'^•aaporta richiedere come dicevamo sopra che fra a — et e — tj 
e fra tp e b — 7. la derivata rapporto & t Ai G„,( o delle dìffe- 
■^^nze (35), (40) o (42) resti sempre numericamente inferiore a 
un numero finito qualunque sia n, ma basta invece richiedere 
elle questa derivata considerata per ogni valore finito di n ae- 
I pwatamflnte si» finita e continua e cangi seguo un numero 
fimto di volte, e che per gli stessi valori di t fra a — a è — e, 



valore di h e pfr qnalsìasi valore di x fra a a ^ è numeriu- 
mente inferiore a quel numero che più ci pince; danque è «i 
dimostrato complt^tamente quanto abbiamo enunciato. 

73. Aggiungiamo che la condizione posta ora che f('Ji)> 
le derivate di G^,, o delle differenze (35), (40) o (42) per ogB 
valore finito di A o di n cangino di segno un numero finito 
di volte quando « o ( sono negl' intervalli che si consideniw 



equivale all'altra che t'integrale 






l« faniìoiii 



stesse 0»,t, (3$). 40) o (42) abbiano negli intervalli medi- 
mi un numero finito di massimi e minimi: e propriamente qw- 
ita condizione può anche tralasciarsi quando /[sì soddiafmi!!^ 
condizione b) perchè nella dimostrazione fatta sopra per qanlo 
ciiso non ai tien conto di quei massimi e minimi. 

Del resto poi tanto questa condizione quanto l'altra pori^ 
sopra che la funzione ^{^,h) o le derivate di G,„( e delle dif- 
ferenze (35), (40) o (42l siano finite e continue sono soJtì-" 
sfatte da se nei casi considerati in questo capitolo, poicbè ■> 
tratta sempre di somme di un numero finito di funzioni or^ 
dina rie ec. 

E finalmente , quando resti incerto se sìa o nÒ aoddiaMt* 
l'Ia condizione che si aveva sopra intorno alla convergem* ìM 



ugual grado dell'integrai* 



./f(x,J)J 



, delle quantità G,^* 



(35), (40) (42), ma si sappia però che, escluiti dall'inUr-' 
vallo che si considera con altrettanti intorni comunque piccola 
un numero finito di punti speciali pt,Pt ,-,Pm, negli inh 
valli restanti sìa soddisfatta la condizione della indicata eoa-" 
vergeriza in ugual grado; allora, tenendo ferme per questi in'^ 
tervalli le altre condizioni, basterà verificare che negli intomV 
a destra e negli intorni a sinistra degli stessi punti pi^p^.^ 

rx 
l'integrale medesimo / f{x,h)dx o le quantità Gb,ì,(35),{W) 

o (42) sono sampre numericamente inferiori a un numero finita 
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, A ( qualunque sia n ) e la funzione f{x) o f{o.-\-t) soddisfa 
, alle condizioni a) o 6), o alPaltra che la somma delle oscil- 
, lazioni corrispondenti agli intervalli nei quali si scompon- 
V gono quelli intomi può rendersi piccola quanto si vuole 
„ prendendo sufficientemente piccoli i medesimi intorni , . 

Si osservi infatti che se {p^ — s, ,pj) è uno del detti in- 
torni, e in esso f\v) soddisfa alla condizione b) , la quantità 

f\P\ — 0) ^^^^ ^° significato ( m. 1. §§. 235. e seg. ), e indi- 

rx 
cando con %r) l'integrale / ^{x^h)dx si avrà la formola: 

rp\ rPi rPi 

/ a^) ?(^ ,h)dx = f{p,--0) / tf{x, h)dx- / f,{x) %x) d X 

rPi 

dalla quale apparisce subito che l'integrale / f{x) ^{x ^h) dx 



ha per limite zero per A=oo , 

Se poi f{x) 8(»ddisfa alla prima o alla terza delle condizio- 
ni suindicate, i suoi valori, per un noto teorema sui limiti 
(m. 1. §. 22), avranno ancora un limite determinato f{pi — 0) per 
x=p^ — (per modo cioè che f{x) nel punto pi a sinistra non 
verrà ad avere discontinuità di seconda specie); e oltre ad aversi: 

rPi rPi rPì 

j A^)?(^i*¥^-=/lPi-0) / 'f{x,h)dx-\- / [m-'f{Pi-0)^f{x , h) d X, 



sarà: 



vai. fiss. l'f{x) -f(p^-0):\^{x,h)dx <2A[Xo + SD',], 
^Pì—^i 

essendo Xq il limite superiore dei valori assoluti di f{x) — f{p^ — 0) 
che sarà arbitrariamente piccolo, e D'« le solite oscillazioni; e 
questo mostra appunto quanto noi abbiamo detto. 
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É da notare che queste ultime condizioni possono sosti- 
tuirsi anche a quella che si aveva nei paragrafi precedenti 
rispetto ai prodotti di f{a-\'t) per G,,/ o per le differenze (85), 
(40) o (42) nei punti eccezionali t negli in tomi dei qnali doo 
poteva assicurarsi che le derivate di queste quantità restattero 
numericamente inferiori ad un numero finito. 

74. Passiamo ora a fare qualche applicazione dei teoremi 
dimostrati. 

Cerchisi perciò in primo luogo coir applicazione del teo* 
rema del §. 64, se una funzione f[x) di nna variabile retle x 
data in un certo intervallo, pei punti a pei quali soddisfi al 
alcune delle condizioni del §. 39, sia rappresentabile analitict* 
mente mediante una serie della forma: 

1 ^ 

c^^o + y^i^^^osXn 0?+ 6, sen X, X ) , 

ì 

essendo X| , X^ ^ . . . , X« , . . . radici reali e positive della equa* 
sione trascendente »(^)=— r-. =0, o infiniti della fbnziooe 

K(f) 

monodroma e continaa hÌ2\ supposti al solito intii di prìm*o^ i 

dine, e coi residui r.=— — pei punti X, ; e supposto inolliei 

per semplicità, che h\2) divenga infinita dì prìm* ordine e col 

residuo r^= -, anche nel punto r=0, e che oltre ai puB» 

0« X| , Xj * . . . X« « . . non vi stano altri infiniti cE k{z) a destra 
delibasse delle y ne su questuasse. 

In questo caso avremo »• = 2 , e H|( r,x)«=cos2/« 
H j(c , j'^==^?n 5- jr: e prendendo F(x>=l e rf(^)=r*(") ==^^)^ ^ 



^'»ì sen t z 
funzione r(r) del §. ^4. si ridurrà a -^-^^ — ^^ -^ e quindi iH 

crdiiìe al teorema de! ptrt^rrafo stesso à dovrà esaminare li 
di5trt:w4i ^ - r - ' v"*-^.^:-- V 7,, essendo Tr i residni 
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Ila funzione sotto il segno integrale nei punti d* infinito di- 
rsi da ^1 , X^ 1 . . , )mi 1 • • 1 che essa avesse entro Cn- 

Si supponga ora per semplicità che ^(z) sia sempre finita 
destra dell'asse delle |/, e non si annulli per z==0, e si prenda 
ir curva Gn un contorno a destra dell'asse delle y formato da 
a semicerchio di raggio piccolissimo 8 descritto intomo all' ori- 
ine, dalle due porzioni di asse y nei tratti da — y^ a — 8 e 
li 2L ijq^ e ds, una linea grandissima C'n che passi pei punti 

• e — j/o dell'asse delle y e che può essere per es. un semi- 
erchio di raggio p=yoi ^ ^^^ ^^^^^ ^^^ insieme all' asse delle y 
)niia un contorno rettangolare ec. 

Così evidentemente si avrà \ Tr==0, e l'integrale esteso 

1 
1 semicerchio di raggio 3 '(venendo percorso nel senso inverso) 

urà uguale a — ^Cq ^(0) t, mentre quelli estesi ai due tratti 

■"^0 1 — ') 1 (5 ' Po) ^•^'^' *^^^ ^®^^® y ^^ distruggeranno identi- 
amente se noi ammettiamo che il prodotto ^{t^)w{z) sull'asse 
jelle y al cambiare di y in — y muti soltanto di segno; dun- 
[ue la diflferenza (35) si ridurra ora all'altra 

d^ — ò ^or(^) ^ ^^® ® ff^ mdipendente da a 

e cangia soUanto di segno al mutare di t in —t; e quindi si 
pnò ora asserire che „ se, a destra dell'asse delle y e su que- 
I st'asse, w{z) è una funzione di g monodroma e continua a 
I distanza finita, che sull' asse delle y diviene infinita soltanto 
, per <2r=0; e le infinite quantità realiepositive X|,X2,..,Xhvi 

• sono i soli infiniti che questa funzione u{js) ha nella stessa 
I parte del piano, o sono le radici della equazione ( inversa ) 

u(^)= __aB=o, supposti questi infiniti come quello nel pun- 
to ^=-0 tutti del prim' ordine , allora pei punti x di tutto o 
parte dell' intervallo in cui è data ( arbitrariamente ) una 
funzione f{x) della variabile reale x^ questa funzione f{x) 
lotrà svilupparsi nei soliti casi in serie della forma : 

12 






(45) 



dj -|- V ( a„ cos X„ j; -f- J„ Ben Xb ^ ), 



, tutte le Tolte che, indicando con C'« ana linea grandissim» 
. situata II destra dell' aaie delle y che incontri quest'asse in 
, punti «immetrici rispetto all' origine, e senza passare per 
, alcun punto d'infinito di iv{^) fjrmi collo stesso asse y un 
, contorno chiuso che racchiuda nel suo interno ì ponti 
, Xj , Xj , . . , X„ , si potrà trovare una funzione di z monodr»- 
, ma e continua -y^z) che non si annulla per 2-=0 per la 
, quale riescano soddisfatte le condizioni seguenti : 

1." , che il prodotto <Yz) »'(^) aia 'ma funzione dìspari 
, di 2' almeno abbia valori uguali e di segno contrario d 
, punti dell'asse y aimmetrici rispetto all'origina; 

2." , cb* , essendo fp un certo numero positivo i 
f. determinarsi, e e, un numero pur positivo ma piccolo 
, piacere, l'integrale: 



(46) 



1 r«')"-(^: 



) sen i z 



„ pei valori di t fra e, e 2fg abbia una derivata rispetto a 



(47) 



2 ;t t^Q- 



■[/) cos tea 



, di Cui il modulo, o aiich? soltanto il valore assoluto della 
, parte reale o quello del coefficiente dell'immaginario, è a 
, pre inferiore a un numero finito (dipendente da >,) qualcmqai 
, sia l' ampiezza di C'„. 

3." , che al crescere indefinito di C'h l' integrate stesw) 
, (46), o almeno la sua parte reale, o il coefficiente dell'i 
, maginario, pei valori di ( fra e 2 /^ (gli estr. esci.) abbii 
, per limite una funzione 7i(() di / che ha una derivata d»^ 
, terminata X|(0 finita per t diversa da e da 2 fg,e atta al- 
, l'integrazione fra e 2 t^^^ Zi(+0) sia diverso da lero. 

4," , che indicando con x(Wi') l'integrale {^^ò) o la palli 
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, reale o il coefficiente dell'iinniaginarii) ili questo integrale a se- 
, conda del significato di /i(')t 1» q"aiitìt''y.i(-t'0) — "/i(')+/C''i') 
„ che ora corrisponde alla Gh,i, o la sua derivata rispetto a t 
„ soddisfi alle solite condizioni dei paragrafi precadenti; talché 
n in particolare, nel caso che si coniidenno soltanto i punti 
, X negli intorni dei quali la funzione non fa infinite oicil- 
, lozioni o ammette una derivata che resta atta alla integarzione 
a anche ridotta ai suoi valori assoluti, baita che la quantità 
, precedente per t compreso fra e t resti sempre numerica- 
■ menta inferiore a un numero finito ,. 

Al aolito poi se per un numero finito di valori a, , oj , , . , 
di t fra E| e 2 f,j—t, la condizione seconda non sarà soddisfatta 
o ai aarit incerti, allora negli intorni a destra e a sinistra di 
questi valori di ( il prodotto di /'(a-|-0 per 1' integrale (47) 
dovrà soddisfare alla solita condizì'one posta in fine dal §. 57 , 
o a quella posta nel §. 73; e in questo caso non occorrerà fare 
le altre verificazioni pei valori di t negli intorni degli indicati 
punti eccezionali a, , c^ , . , 

E se invece che par un numero finito di valori di ( fra 
s, e 2 („ — ■, la condizione seconda non sarà soddisfatta mai 
in alcune porzioni finite dell'intervallo ate^tso ( =, , 2 („ — s, ) 
o in tutto l'intervallo, o si sarà incerti, allora dietro quanto 
si disse al §. 72. basterà che ti sappia che al crescere inde- 
finito di C'„ l' integrale (46) (o almeno la sua parte reale o il 
coefficiente dell' immaginario } conver^je in ugual grado verso 
il suo limite ■/,{() per ( comproso nelle dette porzioni, e al 
tempo stesso f{a-{-i) nelle varie porti (in numero finito) in cui 
supporremo scomporsi le porzioni medesime soddisfa ad una 
almeno del!» condizinni a), 6), e) dello stesso paragrafo 72. E 
quando vi reatino incertezze per un numero finito di punti 
come al §. 73, allora negli intorni a destra » a sinistra di 
questi punti dovranno verificarsi le condizioni poste nello 
stesso §, 73. 

L'intervallo poi, ove cadono i punti x ai quali nei soliti 
casi sarà applicabile lo sviluppo (45) risulterà di ampiezza 2 tg, 
e potrà essere quello da — (, a *„; qtieato numero t^ dipen- 
dendo dalla natura dello sviluppo (o della equazione w(^)^0) 




e non già dalla funzioue Ja Bvilupfiarsi /"(-r); per uiodocliè, w 
f[.v) fosse data in un interTallo minore di 2 Iq, ai potrebbe in- 
tendere continuata con una funzione qualsiasi finita e atta alla 
integrazione in tutta la porzione rimaneute dell' intervallo 2 tg, 
e in particolare potrebbe intenderai continuata con una fun- 
zione nuMa in ogni punto di questa porzione, con che si otter- 
rebbe ch« gli integrali che figurano nei coerficienti della serie 
fossero estesi all' intervallo soltanto in cui la funzione /[t) è 
data originariamente. — Del resto poi nei casi in cui l' inter- 
Tallo (a , i>) nel quale è data f{i') non è quello da — tf, & t^, 
potremo sempre intenderlo ridotto a questo col cambiamento 
della variabile x in un altra if mediante la relazione lineare 



_2'o . 



_ (g ( ft+rt) _ t^i'lx—b—aì 
b- 



analogamente a quan- 



y b—a b—a fe- 

to si fece pel caso della serie di Fourier al §. 49. 

Si aggiunge inoltre che siccome l'integrai» (47), come 
anche evidentemente la quantità '/',(0i oon mutano al cangiare 
di ( in — (, accadrà Io stesao di ^((,a,/i„); e quindi, secondo 
quanto si disse in fine del §. 53, perchè aia applicabile a f{x) 
in un punto x lo ariluppo (45) non importerà che negli intorni 
a destra e a sinistra di x siano soddisfatte per questa funzio- 
ne /ì[x) quella fra le condizioni del §. 39. che vorremo applicare; 
ma, come nel caso degli sviluppi di Fourier, basterà che queste 
condizioni si trovino soddisfatte per la funzione /(.i'+()+/*(a7 — /) 
nell' intorno del punto (=0, e pel valore di x che si considera, 

75. Quando poi le condizioni per 1' applicabilità del teo- 
verna del paragrafo precedente sono soddisfatte, allora se 
C(, , e, , e, ,.,, c„,.. , sono i residui di uiz) nei punti X, , Xf , .. .X^ ,.., 
nella serio (15) o (42) si potrà prendere: 



■~2x.(4-o)jJ; 



■/.U-'X)- 



jc„^(0)i/(x)dx, 



') Ben Xn xd X, 



J 



ore in queste forinole e nelle seguenti di Xi(0» ^o ^^) ® ^n 4»(^m), 
se sono complessi, s^ intende che debba prendersi soltanto la 
parte reale o il coefficiente deir immaginario; e inoltre in questo 
caso sarà: 

1 ♦* 

?(^ a , Ah) = - Xi (0 +2^0^ (0) +2 ^^ ^^^^ ^^» ^- ^ = 

1 

= — X\ (0 -^^^ij, *(*M^)cbS<Jr rf^ ; 

e talvolta le condizioni che figurano nelP enunciato del teorema 
precedente, anziché studiarle sugi' integrali (47) o (46), tornerà 
meglio di studiarle respettivamente sulle espressioni: 

(48) - x'i (0 + -<^o m +y,cr ^Q.r) cos X, t , 

2 T 

(49) X, ( + 0) - Xi (0 + \co ^{0)t+\cr ^{\r) "^^ , 

delle quali (fermo stante il significato che abbiamo detto dovere 
attribuire a Xi(Oi ^o4K())< ^ (^r ^Xr)se sono complesse) la prima 
rappresenta <p (^, a , A») e la seconda il suo integrale rispetto 

a t , cioè / <p(^ , a , ìit)dt. 

E se, come notammo in generale, le quantità Cq^I^O) f^^n^Xn) 
saranno reali, allora tutte le espressioni precedenti saranno pure 
reali, e le parti immaginarie che vi comparissero dovranno 
distruggersi identicamente, e quindi potranno anche tralasciarsi 
■enz' altro . 

Per la condizione 3.* poi, o per quanto fu detto in generale 
al §. 71. si avrà la formola notevole: 



(50) 



Z.(')- 



■.«0)( + V<-.1,(X.)- 



eh* varrà per ( diverso da zero e compreso fra e 2i:(2x 
al più esci. ). 

76. E poi da osservare che le TeriBcazioni sugli iotegrali 
(46) o (47) si faranno cun multa facilità quando la funzione 
sotto r integrale possa porsi sotto la forma F[l , 2) -\- À(t , l) 
ove P(( fZ) • A(( , z) hunno le proprietà indicate oel §. 67; 
e allora se P((,z) sarà per es. una funzione dispari di z, 

siccome l'integrale ^— . / P{t , 2) dz insieme s quello aguale 

esteso alla linea C"„ simmetrica a C', corrisponde precisamente 
alla somma £ ò, dei resìdui relativi ai ponti d' infinito di P(/ , 1) 
che cadono entro ta linea C „ -\- G"n, sarà evidentemente 

77-. I P(( ,2)da= ^Str. qualunque sia la linea C'„; talché 

allora l' esame dell' integrale corrispondente (46) o (47) « 

ridurrà a quello della somma ~ !i 6, -|- / A(( , a) d a . 

77. Oltre a questo giova osservare chesey'.CO non dirieiw 
infinito col tendere a zero di i, a causa del le proprietà che hanno 



le funzioni <p(f ,a , An), la aommaVcr '|>(>^)cosXr< che figa» 

nella (48) considerata al limite per f^^O deve crescere indefini- 
tamente con n, e quindi il prodotto e, ^X,), o quella parte 
di esso [e, (}<(X,)]|, che dicemmo dovere soltanto considerare, al 
crescere indefinito di Xr non potrà mai divenire infinitesimo di 

un ordine deteiTninato superiore al primo l-j-ji rispetto a ~. 
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tunzione hj^ non potrà all'infinito divenire infinitesima di 

^)rdine determinato superiore al primo. 

Inoltre, siccome la somma (49), che rappresenta l'inte- 
ra 
graie / ^(tya^hn)it, al limite pern=oo si riduce a una serie 

che per <==0 è identicamente nulla, e pei valori positivi di i 
fraO e 2f^ ha un valore fisso diverso da zero, è chiaro che la 

sen A t 
serie 2 ^r 'X^) — >~^ dovrà essere discontinua per ^=0, e quindi 

il prodotto Cr^K) non potrà divenire infinitesimo con— o — 

Ar f% 

neppure di un ordine determinato \l piccolo a piacere; ciò che 
porta evidentemente che la funzione -^-77-: non potrà restare 

monodroma finita e continua air infinito senza essere della forma 

A A 

A -| — ^ + -^ -j- • • • 0^6 -^1 -^1 1 ^ 7 • • 1 sono quantità costanti, 

JS z 

e A è diverso da zero. 

S' intende che queste osservazioni potranno essere utili 
per la determinazione della funzione ^(^); e anzi di qui risulta 
che in primo luogo per ^(^) sarà da provarsi la funzione 
Ì<^)=A u(2) con A reale; e allora si avrà c^ ^^(0)= Cr ^(Xr)= A, 
• tutte le espressioni precedenti , e quindi anche in partico- 
lare gli integrali (46) e (47) verranno reali, e se le condi- 
zioni del teorema precedente saranno soddisfatte , la somma 
(^8) che ora rappresenta la funzione f(<,a,An) si ridurrà a 

1 ♦» 



-y/JO + A 



2+2^^^'''^ 



, e per i^= sarà uguale a 



^X'i(4-0)H "^ — A; e inoltre dalla formola (50) avremo 

J' altra : 



X,(0 ^ t © senX^f 
A 2 '^^ K 



che varrà per ( direrao e 
al più esci. ) . 

78. Faremo poi altre osaervnzioni che talvolta potranno 
riescire utili par la determinaiione della funzione ([;(/); ma prim» 
giova applicare i risultati procedenti al caso in cai esHeniIa 

«'(»)= , cioè essendo ^i ,),«.. ,X» , .. i numeri naturali 

een tc3 ' ' 

1 , 2 , 3 , . . , n . . . , lo sviluppo (45) si riduce allo avilappo di 
Fourier . 

Per questo osierviamo che, essendo ora h(») 

89 SÌ prende «K») =■ , o '[^?) — = cos :t ff, le a„ e 6„ ai ridui 

a quilln che figurano nella serie di Fourier all' infuori per ora 
del divisore 2 XiC'i''^) che poi vedremo essere uguale all'unilà; 
e gli integrali (4ti) e (47) divengono: 



ra 



1 / cusnd'senfF , 1 /* cosTc^cosfK , 
— -. ( -■ - — dg , -—, j d z , 



talché tutto ai riduce all' esame di questi due integrali nei quali 

l'immaginario non figurerà che apparentemente. 

Ora, avendosi : 

eoa Jt 3' sen t x = aen ic s cob t s -\- sen [l — ;t) # , 

, , . ,, ., . , , ,. . cos(«, sen (( — »)? 
la funzione sotto il primo integrale diviene — |- - — ■ ■■ , 

e la prima parte figura come la funzione P(l , z) del §. 76, e 
diviene inSnìta soltanto per ?=^0 col residuo uguale ad uno, 

talché l'integrale — . / 

la seconda parte sarà facile vedere che essa 
funzione A((,i) dello steiso §, 76, o del g. 67. 
Intanto dunque si ha: 



I 



\_ r cosirzsenfJ ^^1 1 T t 

Zmjf,' zseaKZ ' 2 ' 2;t»/Q- 



aen (l — -)z 



e derivando ripporto a ( si ottiene ; 

2kìJc- sen Jt 2 ' 2 it t Jq- aeanx 

, f senti - k)z , 

e b; come appunto Tedremo, l'integrale / az per 

' '^' Jp- z sen jt z 

t compreso fra e 2 1^ hi per limite zero, si potrà dire che 

1 r COBJtZCOStZ, ' f t0t(i—1c)z, 

• allora basterà atndiare i due integraìi degli ultimi membri; 

• propriamente quando fosse soltanto dimostrato che XiCO = n 
siiKìome Tdlendoii della fapreseione (48) si troverebbe come nel 

i2n+ì)t 

2;r sen „ 

Ootj occorrerebbe fare altre verificazioni per potere assicurare che 
'o eviluppo di Fourier sussiste in tutti i casi del g. 44, 

79. Noi però vogliamo fare queste verificazioni su(tli 
integrali precedenti, per accennare al modo da tenersi quando 
•* 'Vogliono applicare i teoremi generali che abbiamo dato, e 
P«*«hi queito cì sarà utile per gli studi successivi. 

Si prenda perciò per linea C „ la porzione di rettangolo 
"*«Tnato da un lato parallelo all'asse dell' y e distante da 
S**e«t' asse di una quantità k compresa fra m e « -|- 1 ( n e n -)- 1 
« da due lati paralleli all'asse d«llc x, uno sopra e l'altro 
1 quest' asse, alla distanza i/g da esso . 



cwaodi Fouriery(f,o,A,)= 



1/1 " 



Con qiiusta linea G'„ ù avià in generale per a 
qualsiasi 9(j): 

e ne avverrà chs, lasciando fermo il k, e facendo crescere y^ 
indefinitamente le funzioni %x- i t/^) e%r-\-itf^), o almeno U 
loro differenza, fìniacano per avere un modulo che per o^oi r»- 
loro maggiore di Vq ^ p^*" qualsiasi valore di x fra r i t senipr* 
inferiore a quel numero che più cì piace, allora ai aviÀ: 

,yg 



■2)d2= lim i 1 ^k-\-Ì!/)H 



e si potrà anche 



be » 

f^!)dt=fn{k-^Ìy)dy 
JC\ J—to 



tutte le volte che l' integrale del eecondo membro avrà an signi- 
ficato determinato. 

Ora, avendosi in generale 

s«n (o+t 3) = «en a. cosh p + f eoa » eenh 3 , 
cos [a+i » = eoa a cosh ? — i sen a eenb g , 
ove cosh e senh indicano le solite funzioni iperboliche, baita 
ricordare le espressioni di queste funzioni per eaponcuiiali per 
riconoscer subito «.he quando t è diverso da e da 2x U 
Ben (( — n] z co» (( — =) 
f sen ic z ' sen s z 

ora indicate per la 0(z); quindi sarà anche: 



funzioni - 



' soddisfano alle condizioni 



(f(f,a,A,)-=. 






cos(f — :r) Acoahff — g)y — faen{(— gìts^n^f — «jy^ 



/wM-u^+tJ^ 



sen»A%oshxy-( -ico8:^enbzy 

ìp( f — a)A-coah(< — «}y-f feoa( I— K)fcaeiilMq > 
sen t: k coab ir y -j* > eoa ic A aenh r y A 
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e se si osserva che quando nella porzione di rettangolo C'«» 
8Ì mata il lato parallelo all'asse y in modo che la sua distanza 
da questuasse resti sempre compresa fra n e n-|-l, ( n , e n-fl 
esci.) lo spazio che resta compreso fra questi lati non contiene 
siugolarità delle funzioni che figurano sotto gli integrali 

/ , si Tede subito che questi integrali e in conseguenza anche 

ì due delle formole precedenti restano invariati, per modo 
che queste sono funzioni determinate di A; fra n e n-j-l (ne 
if-f-l esci. ) che conservano sempre lo stesso valore . 

Segue da ciò che senza cambiare i valori degli integrali 
che compariscono nelle formole precedenti, si può fare senz' al- 
tro 1c=n'\- ^, e quindi si ha; 

, - . 1 / sen t k cosh {\t — iz ) y + f cos ^ A: senh {t — n) y , 



00 

>00 



I fA T \j^ 1 I 1 1 — cos<fcco8h(^— ;r)y-|-»sen^isenh(f— 7c)y dy 
JO 2 ' 27cJ_^ cosh t: y A+ty 

talché osservando che i moduli delle funzioni sotto i segni iute- 

,. ... . l^sen* ^ A; + senh* (^ — ic)y 

gran sono respettivamente — ^ ^-^ , e 

cosh n y 

Vcos^ ^ A; + senh* (< — 7r)y . . 

,y^, . — ; • qnmdi non sono superiori a 

rA:'4-y coshwy 

cosh(^— 7r)y 1 cosh rt — n)y .,.,., ^ 

r 1 1 i ^^— SI vede intanto che fra e e 2tc — s 

cosh Tcy k . cosh tc y 

la funzione 7(^,a,AM) è sempre inferiore a un numero finito (va- 
riabile con e) qualunque sia n, e P integrale / ff{fja^hn)dt ha 

per limite — per n=oo qualunque sia t purché compreso fra 
Oc27c(0e2;r esci. ). 



ISA 

OflierTiamo inoltre che se nelle funzioni sotto i segni ' 
integrali precedenti ti separano le parti renli e le pprti irams- 
ginarie, {nioltiiilicaniio per questo e ditidendu jwr k—ip quell» 
sotto il secondo integrale) si trova che, come appunto doveri 
«■ere, gli integrali estesi alle parti immaginarie sodo identi- 
camente nulli perchè esse sono funzioni dispari di t/, e ijuindi 
si ha anche: (*) 

w< - fc 1 nentk f co8h((— s)u, 
n Jq coabrcy 



-Arco! tk cosbCf — it ) y -f y sen tk agnh(<— KJfjy 
{^y*)coahsV * 



fy..^-,.^l+ifz 



e siccome l'integrale che comparisce in !f(/,a,A«y h erìdent^ 

mente positivo e al crescere di ( dii a S va sempre diminuendo, 

oltre di veder chiaro di qui che f{t ,a. , hj) si annulla cangiando 

,. ,. „ it 2rc 

di segno nei punti 0, r , -r- , 



dell'integrali 






riscontra altresì cha i 
)df fra • jr sono 



ne. punti ^,- , 



mentre ì minimi sono p^ 

ma simmetricamente rispetto al punto ir 



) crescendo; 



,0 positivi e vanno decrescendo, 
positivi e sono nei punti 0, 
! fra ic e 27c si ripete Io stesso, 






1 f eMii fr-*> y , 
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Da ciò risulterà che il massimo valore deir integrale 



Jrt rk 

7{t^cL^K)dt per t fra e tc sarà / Y(^,6t,An)d^ ossia 
^0 

— I I - fi-j — 5 , e quindi sarà inferiore 

^ ^Jo coshiry ^+y' 

apparisce intanto che per tutti i valori di t fra e « T inte- 
ra 
graie / ^,<x,hn)dt è tempre inferiore airanità. 

Jo 

Osservando infine che cambiando y in e ponendo y «=« a 
81 ha: 

00 — y "-(2a— l)y 

cosh(a — 1)1/ , sen^i / — ' , 

^r ^— ay=-^ — / — 2av ^y^ 

coshay ^ ^ ^ •/Q 1+^ 

se ne deduce che per / fra e 2 tc sarà : 

e quindi il prodotto iff(t^0L^h^ col tendere a zero di i resta 
sempre numericamente inferiore a un numero finito e consi- 
derato per ogni valore speciale di k ha per limite zero per ^—=0; 
dunque, quando / è fra e 2ir, per l'attuale funzione ^(^ , a , hn) 
sono soddisfatte tutte le condizioni che si avevano per la 
funzione ff{x , h) del §. 32, e evidentemente pel valore t =2 tc 
essa si comporta come per ^^=0; e questo basta per assicurare 
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nnoTamcnte che Io sviluppo dì Fourier è possibile in tutti f 
casi del §. 44. colle solite condizioni rispetto ai punti di ditcoo* 
tinnita e ai punti estremi. 

80. Prima di applicare il teorema del §. 74. alla ricerci 
di altri sviluppi della forma (45) per le funzioni di una variibile 
reale, serviamoci dei risultati del paragrafo precedente per ftit 
un altra osservazione che in certi casi sarà ancora di gaids 
per la determinazione della funzione ^{z). 

Osserviamo cioè , che avendo dimostrato che Y integrile 



1 I cos n 2 sen t 
'^Vp' z sen TT z 



2» 

^ . , — dz aX crescere indefinito della linea Ci 

ha per limite ^ quando <èfra0e27c(0e2ic esci.) e C. e 

una porzione di rettangolo, accadrà lo stesso se C'^^è nn altri 
linea qualunque che parte da due punti delibasse y simmetrici 
rispetto air origine e traversa Tasse x a una distanza dair orì- 
gine compresa f ra n e n-[-l; e se ammettiamo di essere nel caso 

. 1, . . , 1 / Ui) to(z) sent z . . , ^ i o « * 

in cui r integrale ^r— . / -^^-^ — ^^ dz considerato al §.74. 

ha un limite determinato per n=co , e indichiamo con yjfy 
questo limite, si vede subito che avendosi: 



ZZI jrs' g sen Ts. z 



9 



V integrale: 






. ^,,, ,j{z) — 2 Xi(0 - d 2, 

y '^ sen zzi z 



avrà per limite Jlo zero quando / è fra e 2 ;i (2- al più 
esci. ) . 

Osservando dunque che per z=x-\-iy^ si ha: 

sen t z sen t r cosh f y -\- i cos t x senh ( y 




li T«de chiaro che, almeno nel cui ordinarii, al crescert in- 
coi jze 



rata per ogni valore speciale diffra0e2i[ (0 e 27ral 
più eacl. ) dere tender* a zsro; e aiccome per y positiro il 

quoziente tende verso — i, e perù nacrativo t»nde invece 

sens/ 

Terso +i, cosi la funzione •\>{z)w{')-\-2i-/j{t) per y crescente 
all'infinito dalla parte positiva, e l'altra ■^{^) M'(s) — 2 i jf, (() per 
y crescente indeGnitam<^nte dalla parte negativa devono ten- 
dere ambedue a zero per ogni valore di ( fra e 2 it (0 e 2 n 
al più eacl.). 

Questo evidentemente ( per esaere ^f) ir(s) indipendente 
da t ) jiorta che XiC) debba ordinariamente essere una costante 
diversa da zero A ^ "/.i(4-0), e questa costante col mutare pro- 
porzionalmente il <}'(;) {cambiando cioè '^{z) in ^- 1 può sem- 
pre intendersi ridotta nguale ad - ; quindi almeno al crescere 
indefinito di y la funzione t{^(,-} ii:{z) deve ordinariamente potersi 



è zero, o tende a zero al crescere indefinito di */ come le espo- 
nenziali con esponente negativo, a in modo che tenda a zero 
anche il prodotto S z) sen i ff - e allora il numero (^ dipenderà 
da queste esponenziali; e evidentemente questa funzione B(^) 
per «=iy, e ^^= — iy dovrà avere valori uguali e di segno 

contrario come accade di -Us) wU) e di '— . 

sen 7t 3 

Quando poi con una funzione conveniente ']>{z) »\ trovi 
effettivamente per <^{s) )f{z) la forma ora indicata , allora es- 
sendo : '. 



1 r ^z)HÌ2)seìiiz , 1 f cosMsen/j, , 1 f %z)neatz, 
'^JC\ - 2]tiJC' saens^ 2Tnypr z 
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basterà prendere per C'^ il solito contorno rettangolare per 
trovare : 



1 r ^2) w{z)8tntz il. f^ 8en[ (/— r) (A; -Hy )]^. 

ove Ati è fratto e compreso fra X» e X„^|, e A*=p-f- ^ , essen- 
do p ^ultimo numero intere che non supera A'^; e se T ultimo 
integrale avrà per limite zero, allora Xi(0 ^^rrà effettivamente 

1 
uguale ad ^ e le altre verificazioni da farsi sugli integrali (46) 

o (47), air infuori di quella che abbiamo fatta nel caso prece- 
dente rispetto ai massimi e minimi dell* integrale (46) e per la 
quale dovrà ora studiarsi tutto il secondo membro della for- 
mola precedente, si ridurranno a verificazioni analoghe sui due 
integrali : 

e essendo ora Xi(0 ^^ numero reale^ nelle formole del §. 74. 
dovremo intendere prese per Cq ò(q) e Cn ^(Xn) le loro parti reali 
soltanto. 

81. Premessa la osservazione precedente, passiamo a fare 
una seconda applica zione del teorema del §. 74. al caso degli 
sviluppi della forma : 

1 ^ 

^2 ^^ "^ iV'' ^^^ J^n ^ + i» sen Xn ^ \ 

nella ipotesi che , X| , X^ , X^ , . . , siano le radici positive 
supposte tutte del primo ordine della equasione: 

F(^) cog ic 2f -f F|(^) sen « z=0 , 
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\' OTo 8Ì suppone che F{z) e P,(2r) siano funzioni di z monodiome 
e continue a distanza finita, delle quali una è pari, e P altra 
è dispari, o almeno per sr=i y e sf= — iy una di esse prende 
gli stessi valori e V altra prende valori uguali e di segno 
contrario; e si suppone inoltre che a destra delibasse delle y 
o su questuasse non vi siano altre radici della stessa equazione, 

• V(9) e F|(^) coir introduzione o colla soppressione di fattori 
adattati siano ridotte in modo che non divengano infinite nei 
punti , X| , X] , • . Xm ) • . 

Si avrà: 

._Ji_^ 1 1 

^^^ u(9) ¥{z) cos ;r « + F^ {z) sen 7:z ^^ "" F'(0) + tc F^CO)' 

^ 1 

F'(Xii)cosicX»-[- FVvXw) sen zk^ — 7:F(X„) sen tcX,,-}-^ F,(X„)cos icX,» * 

• Tolendo cercare di valersi della osservazione precedente, sarà 
ora naturale di provare per ^à) una funzione della forma 
Mcos^c^r + Nsen^r^, ove M ed N sono funzioni da determi- 

li in modo che non divengano infinite nei punti 0,Xf,X),..,XN,.., 



COS 7t Z 

f che il prodotto ^z) xi^z) venga della forma 1- 0(^) , 

sen % z 

ove ^z) ha il significato del paragrafo precedente. 
Sarà allora: 

^ . M COS t:z-\' N s-n nz cos ir -» 
Fcos^^cd-f-Fi senTTJ senr^ 
(M — F|)cosirjr-f (N+F) senit^ F 



F eoa ic ^ + F^ sen TT 2f 8cn;cfl'(F cos ir j^ + ^i 8enic fl^)' 

F 
e se al crescere indefinito di y il rapporto ^ non tenderà 

Terso •+♦ per y positivo, e verso — i per y negativo, un modo 
particolare di soddisfare alla condizione precedente sarà eviden- 
teoiente quello di prendere M = F| , N = — F , o: 

^(r) = F| COS nz — F sen tu jr. 

V. 18 



Così facendo, e supponendo senz'altro che non sia F(j)^0, 
onde non ritornare nel raso degli sviluppi di Fourier, bÌ ink 



^ / j/ \ j % . j 1 / OSI5C0 



1 r tonti'* 



essendo -j il rappnrto 






e poiché si può aeropre snpponB 



dì prendere per C'« U solita porzione di linea rettangolare che, 
oltre a non passare pei punti 1 . 2 , . . , n , . . dell' asse delle x, 
non pasai neppore nei ponti ). , , Xj , . . , A. . ■ ■ . applicando i 
processi del g. 79. potremo trasfonnJ're gli integrali dei secondi 
membri di queste formolo . e troreremo cosi che per / fra e 2 E 
(0 e 2 £ al più esel.) i secondi membri medesimi sono reajet- 
UlwiHsite nguali alle tegnenti quantità: 

11 r" — icortieodi((-5)»+)ise«IJsenh( I— i)» ^ 



(Sl)< 



. J„ e«li>s' ' ^J- 



fseo £2(cos K 2 -4~7 amxs) 

C09( Z 



fil' 



»■{« 



'-Hi» 



» Aa Bagli «Hiaù ìategniì sia r=^, ~l~ ■ y o^c ^ ^ 
i/tìm wm >it«fD conpre w fra i. e X_., (X« • )l^ 

•Bci,), « it è agliaio a p ; - , t ea t a òa f V aKòko Bamero Ìnfero 

ià» BOB mpera <. 

Or* ì prìnì ìataigiBlì die coaparìsooM» in queste 
sìoM lì afiìa—nr» g» aal $. 79: l«U« èuqae, co 
.^ÌBMHB» b4 pamgntft» pcwtjnfta, « hèan 



, t03 

Poniamo perciò •(=a-\-Ìb. I moduli di aeatz e cosiz 
laranao ìoferiori a coshty, e per quello M del prodotto 

' aen jr3{co8:t3 ^-•[8eIlIt^) che figura nel denominatore degli 
ultiiiii integrali, per z^kn-j-iy, si avrà: 

M'=(aen'ffA*,-f senli--y j (asenrr/rn+cos-^,)- — \ -\-{coahicif~bsenhKif)*-\- 
+o*8enh*i:y+/'*Hen-3tA-„j = (Ben-;:^t.-[-senh*-^)J(aHen;cA'M+cosJcA'„)* — 
— ii*cos^KkK-\-a-sen.\i*:zy-\-coib^i!y{f' — tgh ity)*j; 

f! quindi si potrà scrivere M = [jl cosh* ir y , ove p. è finito se 
lali sono a e b; dunque ae questo numero \l per tutti i Talori 
reali di y e pei valori di A', superiori a un certo numero è 
tempre discosto dazerò piii di un certo numero determinato v, 



'£ 



1 modulo dell' integrai 

. . 1 / coshtydìf 

uferiore a, —r- I — - 

I tegrale f 



sen( z 



z Ben 5t2(co85C2-|"T Sfili 't ^) 
e quello dell' altro ii 



dy 



sen ;c z (coi 



j coah* % y 



Jt z -|- f seu j: ^) 



sarà inferiore a 



cosb t y 

j cosli* :r y 

Di qui apparisce subito cbe in questi casi il primo integrale 
pei valori di t compresi fra e 2 r ( 2;c al più esci.) avrà per 
limite zero al crescere indefinito di X«, e quindi di A',i;e se e è un 
numero positivo piccolo a piacere, fra e 2 :i — e tanto il mo- 
dulo del primo integrale che quello del secondo si manterranno 
inferiori a un certo numero finito, e in conseguenza il pro- 
dotto di i per l'ultimo integrale tenderà a zero con t qua- 
lunqne sia n; dunque evidentemente si avrà ora 

XiC) ^^ Zit^"") '^^'^ h' ^ 'fi ''"^ espressioni (51), ove i primi 
ìnt^rali hanno le propri«tà trovate per essi nel §. 79, e ì se- 
condi hanno quelle ora indicate , rappresenteranno respettiva- 



k 



ile le dae quantità / ?((,«, h}di, fit , a , A„ ) ; talchi noi 
^x+.-y, la 



poisiamo senz' altro asserire che 
equazione : 



(12) 



F(.-)cos«^+F,(.-)«pnit^ 



(53) 



considerata a destra dell' aaae delle y o su quent' asse ha 
soltanto per raHici lo zero e le infinite rinnntità positive 
).| ,Xj..., X„,... le qnali crencono indefinitamente 'con n, 
e sì esse che la radice 7,ero sono tutte dei prim' ordine; e 
se inoltre, sempre a deatra dell' asse delle y o sii que- 
st'axse, le funzioni F{z) e F,(2), oltre essere nionodromc e 
continue. lOuo finite nei punti 0, )., , Xj ,.., X^ ,.., e sono tali 
altresì che per 2=i'^ e z^—iy una di esse prende gH stesa 
Talori e l'altra prende valori e^iali e di segno contrario, e 
al tempo stesso per ij positivo o negativo ma numerica- 
'mente maggiore di un certo numero e qualunque sia x 

le differenze respettive '-r t , ^^ + 1 hanno un mo- 

dnlo che non si accosta a zero piti di nna certa quantità; 
allora, quando al crescere indefinito di X. sì trovi sempre un 
numero non intero ''„ compreso fra X„ e X„*i tale che, ponendo 

Ff-") 
il modulo del prodotto sen - z ( cos rc £ 4* ■-, senn z ) per 

r=A'„-(-(// sotto la forma [j.cosh'-y, il numero jt resti 
sempre discosto da zero più di un certo numero determinato 

V, la funzione reale f(,x) data arl>itrarinmente nell' intervallo 

( — tì,t:) potrà svilupparsi secondo la serie: 
1 



2^H + ^ ( "- ™3 '- -^ + ''" s^n '>■» ■'^ ) 



, per tutti i punti x dell' intervallo stesso ( — it , s) diversi 
, dagli estremi +~, negli intorni dei qnali si verifica nna 
, almeno delle condizioni I, e II del §, 39, o l'altra di 
, ammettere una derivata o un estremo oscillatorio che 
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, resta atto alla integrazione anche ridotto ai suoi valori 
« assoluti ; e in questa serie i coefficienti UQ^an^ b„ saranno 
9 dati dalle forniole : 



F,(0) 



.P'(0)+5tF 



;to1X>""' 



Fi(X„) cos TT X„ — F(X„) s»?n 
F'(XJ cosxX^4"F'i(Xh) sen ?r X^ — itF(X^) sen 



i7cx„ 1 ri , . 

^K+^ P^(Xjco87rXj /J,^ ^ '^ 



F, (X,) cos n \„ —F (XJ sen ;r X„ , , ^ 

} sen Ali 0? d 



F'()„)cos ;rX„-f-F\(X„)sen z X„ — ;cF(X„)sen xX^+^F, (X„)co8 ;rX„ 
anche, per essere F().h) cos t: X« -}■ ^ì Q^n) sen ir Xn = 0, 



1 [hi 



'.m^ml&''- 



»•== 



r F^(X.)-fF,TAH) 1 fl^^^^^ .^. 

VQ^) F,(X.) - F',(X„) F(X.) + X F^X.) + n P,* MJI^^^ co^Knxax, 



li = 





F*(XJ -^ P,«(X„) 



wd/^.^ 



.LF'(X,) F/X„) - F',(X„) F(X„) + z F%\) + _^, 

• ove le parentesi quadre indicano che delle quantità in esse 
t racchiuse bisogna prendere soltanto la parte reale; per modo 
I che in particolare, se ¥{z) e F^{z) saranno reali per z reale 
« positivo o nullo , i coefficienti degli integrali saranno le 
t quantità fra parentesi senz^ altro ,, . 

Se poi non potremo assicurare che i numeri k„ qui in- 
dicati esistano sempre fra le radici successive X„ e X„+| , X,^^| 
e X^+j , . . , ma sapremo però che essi esistono per es. fra le 
radici X^ e X^^i , fra le radici X„+„ e X„+- +o fra le radici 

^«♦w -hi e X„+„ + n *i , . . , allora la funzione f{x) potrà ancora 

svilupparsi pei soliti punti x secondo la serie (53), ma bisognerà 
intendere che i termini di questa serie siano riuniti in gruppi 
corrispondenti uno alle radici X„+pXn+i , . . , X.^.^ uno alle radici 



x) sen y^x dx ^ 
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Aggiungiamo che se /( — ^)=/l(0 la serie (53) si riduce 
a una seiie di soli coseni : 



(56) 



OYC : 



1 



CX) 



2 ^0+2 «~cosX„ x, 



^^^'In^rrnìI^^''^^ 



(57) 



«„=2[pr 



F*()s.) + F,« (X,) 



(>s.)F,(X,)-F' ,(X«)F(X,)+«F*(X J+kF 



^ gè f{ — «2^) = — A*^) '^ stessa serie si riduce alP altra di soli 
seni: 



(68) 



ove: 



00 

2 *» sen \n X, 
1 



F»(X,) + F,^(X,) 



^* ^ "~ LF'(OF.(X,)-F,'(X„)F(X,)+Jt 



F*(X,)+;tF 



i\K)\Jo^ 



x)senX^jei 



e queste possono quindi servire allo sviluppo per soli seni e 
per soli coseni di una funzione f{x) data arbitrariamente fra 
e ic, ec. 

Inoltre osserviamo che se F(^) «= questi sviluppi si ri- 
ducono a quelli di Fourier. Per essi poi le funzioni corrìspon- 

denti ^{t^oL^hn) e / ^{t^a^hn)dt sono date respetti vomente, 

come già notammo, dalla seconda e dalla prima delle espressioni 
(51), e sono indipendenti da a^ e a causa delle (48) e (49) 
possono anche porsi sotto le forme: 



n 



in in > ^ 

I - 7 >«» 



!9T 

ove per semplicità di scrittura abbiamo rappresentato con a',, e a\ 
\ coefficienti degli integrali che figurano in a„ e a^ nelle (54) 
e (55). 

Per la (50) poi si ha la formola notevole 

1 '••• 

che varrà per f diverso da zero e compreso fra e 2 jc (2 s 

al più esci.)- 

82. S'intende che l'ultima condizione che figura nell'enun- 
ciato del teorema precedente sugli sviluppi (53) sarà ordinaria- 
mente conseguenza dell' ipotesi che abbiamo fatta che la 
equazione (53) a destra dell' asse delle y non abbia altro che 
radici reali . 

Del resto ciò si verifica con tutta facilitìi nei tre casi se- 
gaenti che sono i più comuni: 
Fi(^) 



1.° „ che essendo i = 



FW" 



-ih, al crescere ìnde- 



ftnito di X per valori positivi e qualunque sia y il valore 
di a finisca per restare sempre discosto da zero più di un 
numero determinato ; 

2.° , che il modulo l/a^-i"''' ^^^ rapporto y finisca per 
restare sempre superiora all' unità piìi di un certo numero 
determinato; 

3.° , che se a tende a zero o almeno può accostarsi 
quanto si vuole a zero o passare per zero ( senza essere nel 
caso precedente ) esso non superi mai in valore assoluto 
un certo numero dato, e h resti sempre 'numericamente 
inferiore alT unità più di una quantità determinata ,. 

Indichiamo infatti con n„ il valore di a per ^ = J.„iy=0, 
e osserviamo che per questi valori di .r e y il 6 deve annul- 
larsi onde \, possa soddisfare alla equazione (52). Sì avrà; 

cos T:\-\-a» sen jc ).„ = ; 
e quindi poiché non solo nel primo dei ciiai ora indicati , 
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r Z -.-w fw.'. 

ma anch» ne) secondo il -rainn dì t, «arà discosto da ten 
più di una quantità determinata, è certo che in quieti dna 
caai X^ resterà sempre discosto pia dì qnaotìtà detenutuate dti 



numeri della forma 



2 ■• + 1 



: i è intero . 



Allora, amraittendo che, almeno a pattìre da on ferto 
Talore di n, i termini della serie (53) Tengano riuniti in gilippì 
corrispondenti alle radici X, che fossero comprese fra e 

. , se sì suppone che X, sia 1' nl- 



1 



tìma radice di nn grappo e sia 
2. + I _, 



2i- 



allora sarà : 



potrà prendere k, 

M = cosh* - y Va* + (6 — tgh " y)* ^= p. cosh' j: y ; 
e qnindi se, essendo nel primo caso, a partire da un certi 
valore ^g di x e quslnnque sia y,a ^arà sempre discosto da 
xero in valore assoluto più di nn certo numero <i,, allora per 
xy> x^ sarà p. > a, , e la condizione che 6gura nell' ennncìato 
del teorema precedente rimarrà soddisfatta. 

Se poi saremo nel secondo caso, e a partire da an certo 
valore 3"{, di t e qualnaqne sia y, si avrà a'-i-&*= 1-f-p* ove 
p non si accosta a zero più di nn certo numero pj , al- 
lora preso X« maggiore di questo valor r^ di r, si osserverà 
che quando sia i > 1 potremo porre fc'= ± Vl-\-h,* * quindi 
gt^pi — b*, e 

1^= Vp* _ V + (V r-TV ± tgh ^ y)^ 
e poiché il valore assoluto dì t^b k y non supera 1* nnità . 
à evidente che [i non sarà inferiore a Kp*— />,* + (J/ j X^ — \f 
ovvero a \ /'''+2(1— J^i _j_ j^j); e siccome, essendo 6,'^p*. 
questa quantità non è inferiore all' altra Vp'-j-2(l— y\ _Lp*l 
che è ugnale ^ p \ '- 



l-fKI+pì 



così è certo che per 



J 



Xn~> ^D e pei valori dì y pei qaalì i J^ t il nomerò ii 



costa a zero i 



1 eli Po 



V" 



Quando poi sia 6 <^ 1, allom evi dt^n temente a* «aii mag- 
giore di Pq*, e ^ sarà raagt^iore di p^; dunque, anche nel se- 
condo dei casi indicEtti sopra la conilizione relativa ad M che 
figura nell' enunciato del teorema precedente finirà per es- 
sere sempre soddisfatta . 

Passando poi al terzo caso, osserveremo che per le ipotesi 
che ora si ammettono sui valori di a e quindi delle a,, alcune 
o tutte le quantità ì.„ potranno anche accostarsi quanto si 

2i-|-l 
vuole a numeri della forma — ^—' , o essere di questa forma me- 
desima; e il ragionamento precedente non sarà più rigorosa- 
mente applicabile, sia perchè noupotremo più prendere con 



sicurezza, per qualunque valore di m,ì-h 



_2. + l 



per- 



che, anche nei casi in cui cib potrebbe farsi , M potrebbe per 
certi valori di « e per y^O venire piccolo quanto si vuole. 

Prenderemo perciò in qiieBto caso h^ in modo che eia 
sen i,x=a, essendo a una quantità da determinarsi; e osserve- 
remo che allora si ha; 



MS^Kansenh* r- y) \ (« «+ Vi -af +*' «■-! + «* senh* 7t j/ -f 

. -f-co8h«Jty{l-itgh7:v)«|=coshtr/l - ^7^ V»-^ 
\ coso" n y/ ( 



cosh^ jt y 



cosh* n y} { cosh* jc y 

-+a«tghV-t-Cl-/,tgh;ty)»j=[i«co8h*3ty, 



ì in valore assoluto tghrcy non supera mai l'unità, 
se s'indica con a' il valore assoluto di a, e con h^ il limi- 
te superiore dei valori assoluti che prenderà b dopo che x 
sarà divenuta abbastanza grande, si avrà 6„ <C 1 e 
^^^'[' (l — i'o)" — fi ove e è il limite superiore dei valori 




assoluti (lì 



Ai-f)- 



,vn 



cosh* 



~, supposto che « possa 



determinarsi io modo che sia c<C(l — b^y. 
Ora sì hft : 

cosh* ic y ' cosh* z y 

con «' = ±8enA,jc, e eviileiitemente , se % è il limite to- 
perìore dei valori assoluti di a dopo che x sarà nlihastaiu» 

grande, il fattore ~ 



ch« moHìplic» 



cosh* n y 

qualunque] siano y e il valor» che poi pren<!cremo per «, 
non sarà mai superiore a l-j~2a„; dunque qiinndo ai prnid» 

(i-V' 

1+2". 
S(\ + 2o,)' 



per a' un numero diverso da zero 
fra questi numeri, come |)er es. a' = 



dentemente potrà sempre farsi pprchi 



,1, 



1 



1+2 



e compreao 
7, ( il che ori- 
< 1 ) si «Ttil 



Segue da ciò che anche ìn questo rasn U condizione re- 
lativa ad M che figura nell' enunciato del teireuia precedvnti! 
sarà soddisratta quando per le A^ si premliino i nomerì clu 
soddisfano alla equazione sen A,it=^±a', ove «' deve detertniDaraì 
nel modo ora indicato; dunqne , quando per F(i) e F,(?) si p»»- 
, senti uno dei tre casi I." li," e iJ," suindicati, allora senza 
, stare a occuparsi della condizione che abbiamo jioat» uel- 
, teorema precedente rispetto al modulo M del prodotto 

F.(?) 
, Ben Jt« (eoa n :-}-;, - sen;:?), si potrà asserire cbe se tutto 

, le altre condizioni del teorema saranno soddisfatte, lo btì- 
, luppo in serie (53) sarà applicabile nei solili casi alle funzioni 
■ A^) quando i termini della serie almeno a partire da ao retto 
„ punto s'intendano riuniti in gruppi corrispondenti successi- 




a timente Alle rateici X, , X, 
a fossero comprese fra e 



fra! 



. , che nei primi due casi 
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B jr, fra ^ e TT , . . , e nel 



2' 2 2' 2 2 
« teno fossero comprese fra e fr, , fra ^| eh; + 1, fraA:,+l 
, e Ai-j-2, fra A, +2 e A',-f-3 , , . , essendo !<; la più piccola 
, radice positiva p della equazione sea t ;:=■«' o l' altra 1 — fi ,. 
Speaso però questa riiiiiione dei tenniDÌ della serie ìd gruppi 
potrà farsi in più modi did^er''iiti, specialmente nel terzo caso 
iD cui' si ha una certa arbitrarietà nella determinazione del 
nomerò a. 

S' intende poi che In tutti questi casi se le differenze 
fu le radici successive della equazione (52) finiranno per non 
e«»« mai inferiori a ;:, i termini della serie (53) o delle (5*3) 
(58) potranno prendersi successivamente uno per uno senza 
biwguo di riunirli in gruppi convenienti. 

83. Aggiungiamo che se uno almeno dei tre casi ora con- 
liderati, anziché presentarsi soltanto per valori sufficientemente 
ptaìì di X qualunque sìa y, si presenta sempre quando il 
Oodulo di 2 è abbastanza grande, allora evidentemente viene 
■oddiifatta da sé anche la condizione relativa alle differenze 
F,(i| 
ST-±i = Y±'i^ quindi basta in tal caso verificare: 1.° che 

l*(iiniÌom K(2) e P|(2) siano raonodromf e contìnue a deatra 
^«iraase delle y e au quest'as'e, e non divengano infinite 
Ba punti 0, >.,. Xj ,...>.„,.. ; 2." che le funzioni stesse F(z) 
e F(j) giano 1' una pari e l'altra dispari o almeno si abbia 
^l~''y)=" ± f'i'y) con F,(— iy) = T F|(*'y'. e che la equazio- 
W (52) a destra dell' asse delle i/ e su quest'asse non abbia 
litro che radici reali e del prim'ordine, e queste siano le ao- 
lite quantità crescenti indefinitamente 0, X, , X< , . . , X, , . . 

In particolare dunque, osservando che se F(r) e P/^) 
•ono funzioni razionali intere di z delle quali la prima è dispari 

* I* MCunda è pari si ha lim y^=0 o tim-f=aj quando mod 2^co , 
n potrà dire evidentemente che , se F(5) e F,(2) sono fuii- 
t soni razionali intere di z delle quali la prima è dispari 

• s la Becoada è pari , e 1' equazione: 



Vii) eoa Tc i -f F,(r) sen x ? = 

a deatra deir asse delle y o su qaeat'&sse ha soltanto le ra- 
dici reali e del prìua' ordine 0, X, ,>^, . . ., X«, , ,, lo BTÌlnppo 
(53) ove ì coefficienti ng . Ah e bn sono dati dalle (54) o (55), 
a gli altri (5G) o (58) o?e i coefficienti sono dati dalle (57) 
e (59) sono applicabili al'e solite fnnzioni f{-r) date fra 
— ^ e ;r, per tutti i valori di x diversi da ± n negli intorni 
dei quali è soddisfatta nna delle condizioni I, Il del §. 39. 
o r altra di ammettiRre una derivata o un estremo oscillatorio 
che resta atto alla integrazione anche ridotto ai snoi valori 
assoluti, e colie solite particolarità pei punti delle disconti- 
nnìtà ordinarie, e escluso il punto zero per la serie (58) 
quando non sia f{-\-0)^0 ,. 

Lo stesso accade se. F(^) e ^,(2) sono finzioni irrazionali 
di z elle non hanno punti di diramazione a destra dell' asse 
dalle y o su quest'asse, purché si abbia F( — iy)=±f"(»y), 
con F,(— 1»=+ F,(i".(/) ; ec. . . ■. 

84. Olì sviluppi per soli seni (58) noi caso particolare di 
F(2) = C2 e P,(3) = C| con e e Cj costanti ( il caso ài 
e -\-Ci ir^O esc!,) concordano pienamente con quelli che si «odo 
presentati in alcune questioni della fisica matematica (*), e dei 
quali, per quanto è a mia cognizione, non era stata data fio 
ora una dimostrazione rigorosa. 

Oltre a questi poi noi abbiamo dunque gli sviluppi (53) e 
(56); e questi, come i (58) stessi, si hanno non solo per le indi- 
cate funzioni particolari F(?)=rj, F|(j)^|, ma anche per altre 
molto generali, e tutti questi nnovi avilnppi possono servire 
alla rìsoinzione delle medesime questioni della fisica matematica 
a cui servivano quelli ora ricordati, e aurlie alla risoluzione dì 
altre, per quanto, tolti i casi di F(?)^0 o F|(:')^=0, che ìn 
sostanza corrispondono a sviluppi di Fourier, gli sviluppi (53) 
per Beni e coseni ad un tempo e gli sviluppi (56) per soli 
coseni non soddisfano alla condizione (37) che si ha in quelli 
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t\ie 8Ì sono presentati nella fisica matematica, e gli sviluppi 
^^8) tì soddisfano soltanto quando F{z) = c z ^ e F|(2r) = c^ . 

85. Aggiungiamo che se le radici Qi ^n^f .«^Xm,.., 
iuTece di appartenere alla equazione (52), appartengono, sempre 
tome radici di prim^ ordine, a un altra più generale che, almeno 
pei falori di z di modulo grandissimo a destra delibasse delle y, 
prende la forma: 

u{z) = F{z) cos TT 2r + Fi (-^) sen Jt 2 + Fi (^) = , 

OT« per semplicità supporremo subito senz'altro che almeno sul- 

r asse delle y delle tre funzioni F(^) , F^(^) , F^{z) la prima è 

V ultima siano ambedue dispari e la seconda sia pari, e a destra 

dello stesso asse e sopra di esso queste funzioni siano monodrome 

finite e continue ec; allora si hanno altri sviluppi per f{x) che 

aonìo ancora della forma (53) ; ma questi nuovi sviluppi invece 

di Talere fra — tc e ic come quelli del caso precedente, si può 

ic ìc ir 
•wicurarc che valgano soltanto fra — -x e -^ {±^9\ più esci.)- 

In questo caso infatti V integrale (46) da considerarsi 

fiTerA o — / -7^ ^-t^ PCM" ' « P®^ valersi 

2ic^Jq. z (Fcos7C2+F| senTc ^+^8) 

delle considerazioni del §. 77, si prenderà come nel §. 81. 
^2) = F| coi Tcz — F sen 7:s; e 'allora l' integrale precedente 
iivenrà: 

coszzsentz . 1 T ( F+Fg cos tt z) sen tz . , 

i Jn' ^ sen 7c 2r 2zi Jq' z sen ntt (P cos t:z-\-F^ sen 7C ^f-fFj) ' 

e basterà occuparsi del secondo di questo integrali, giacche 

1 

per / fra e 2 ir (0 e 2 tc esci.) il primo ha per limite^ (§. 79.) 

Ora, se F{z) non è zero, ponendo : 



il Jetto integrale dirisna: 



H. 



(l-f-!co8 itz)aentz 



z sen Tiz ( COI ^ / + 7 sen rc i -|- 8) 
indefinito di mod z, il S 



e lupponendo che al crescere 
zero, almeno il suo moiiilo non supm un certo noiiu 
e i moduli di Y-j-t e 7 — i non si accoshirio a zero più di 
numero determinato, basta seguire il proceaso dol §. 70. per 
giungere a riconoscere clie se ( è fra — n e a (± :cescl.l 
integrala si riduce all'altro: 



± r 



(1 -f- 5 cos TT^) len ì ì 
ai sen X a (cos n a + f sen T^z-\-t) 



■i». 



nel fjnale > — • A\, + 1 y , essendo X'. un numero positivo 
intero che è grandissimo e non è radice della equazione 11(1)^); 
talché ora. osservando come al g. 81 che per i=si„-f-iy il mo. 
dalo M' del prodotto ai?n ic 2 (coi Ti e Ari *^'^ ^i-\-Ì) %\ pont 
■otto la forma M' :^ [i' cosh' ir y , si conclude immediatMue«il« 
che , se ).^ , )^ , . . , X„ , . . , sono al solito radici reali potntivt 
^ e del prim' ordine ec. della equazione: 

(60) V{ì) COI s ? -f P,{^) sen s ^ + F,{a) = , 

, OTe come abbiamo detto delle funzioni F, F, e F^ la prìm 
, l'ultima almeno sulTasae delle y sono ambodua disparì, e U 
, seconda è pari, e a destra dello stesso asso e sopra di raso 
, monodrome finite e continue ec. e F(j} non è sempra zern} 
, e se al tempo stesso al crescere indefinito di mod 2, Ìl 



% 



t nninero Bnito, e i moduli di 
• scosti da zsro piìl dì 
1 



.U'ì 



.w. 



'+(. 



FM FW 

certo numero, allora lo srìlapp^ 



(61) 



"o 4" 2 (<*■• co» X« T -f 6, sen >^ X ) , 
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9 ove : 

2 



?'10H^F,(Ò)+F«,(O) 1^ 7 ^„^)^^' 



2 



Fi(^J cos_it X„ — FQ^n) «enjr X» "1 ff(x)coa\ xd 

.F'(i.)cogrX.+F\()^>enjt)s.— :tF(X>en;c3^+;c"Fi(X„)co8Jt3^+F'j(X,}Joy « " 

~2 

ir 

^ F|(X>.) cos Tzln- F(X.) sen tc X, 1 fìx)sm\nXi 



9 sarà applicabile alla funzione f{^) nei soliti punti a; fra — ^ 

» • ft f ± p *1 pì^ ®scl j tutte le volte che per valori con- 
, venienti comunque grandi di A„ e per if=kn-{- iy , il modulo 
, M' del prodotto sen ir t < cos tc 2f -f- ^^ sen ^ *^ + cT I si riduca 

^ alla forma [i.'co8h*7ry,es8endo |i' sempre discosto da zero più 
, di un certo numero .. 

86. Ora per trovare dei casi particolari semplici, indichiamo 
con mcoshxy il modulo di cos 7c^-|-T sen ttz, e con iicosh*7cy 
quello di sen nz { cos ir 2? -|- T s®^ ^ ^ ) quando 2? = /:« -|- * y» si 
vedrìi subito che il quadrato di quello di cos tt 2? + T sen izz-^-i è: 

w* cosh* icy + c' + ^*-|-2[c (cos x A*n + a sen % kn) + 
+ 6 d sen 7c Aw] cosh ^ y + 2 [ d (a cos tt A*^ — sen tc AtJ — 

— b e cos ir /Th ] senh tc y, 

e in conseguenza il modulo M' di sen i: z (cos 7C 2:-f 7 sen ic 2:4-8) 
è ;ì/ cosh* zy, con: 



„(«rf-6c)c 



ifffr. 



tn' COI hicy 
-d sen it /■, 



-tghiry |; 



m* cosh K y 

quindi, osservando che se i non è identicamente zero, « 7, I 
il suo argomento si hn: 



78 = -^' = 



c-[bd-iri{ad-hc) , 



«H** 



7*=[a,r-fft(/-(-,-(arf_if)]e 



Sff 



si Tede chiaro , senza neppure eacludere ora ÌI caso da 
Y=0, che se al crescere ìjid finito di n i numeri 8 e 7 8 t»n— 
dono ambedue a zero, basta che [i. resti discosto da zero pi(k 
di un numero determinato ]ierchò altrettniito accada di p't 
e quindi, limitandosi a un caso particolare soltanto, si ^\A 
dire eridsntemente che „ !o sviluppo precedente (61) tuk 

, applicabile fra — ò ^ ò ( ^ "ò "' P'^ ^^*^'- ) l'^nido al cr^ 

Fi 



, e r altro .,' eia nel terzo dei casi del §. 82, o, e«sendo io ano 

, degli altri due casi dello stesso paragrafo, conTet^ contempo- 

F, K. 
, rancamente a zero il prodotto -^ dei rapporti medcsitni .. 

Facilmento si troverebbero altri casi semplici di (^iiazKmi 

della forma (60) pei quali lo sviluppo (61) riesce sppUc&bìk. 

87. Passando ora al caso di F=^0, con P| dÌTerso dft 

, F.(.l_ 

/ /reca sraen I adt 

e siccome le X, ,X,,.., devono essere reali, il p al macera 
indefinito di mod^ dovrà prendere ancha valori retali aon sn- 
periori all' unità in valore assoluto. . Lìmitaudoii dunqos al 



graie da considerarsi diverrà 




, euo iD CUI, iBseiido p: 



= ■ , il modulo di p finisce per r«- 

, stare sempre inferiore n un numero Snito, si Tedrà al aolito che, 
, anche nel caso attuale della equazione: 
(«2) F,(2) aen :: ^ + h\ (z) = 

, Io ariluppo (6I)^iarà, applicabile fra — -e ^ ( ±s*l P'ì" **'^^' ) 

, quando per ralori convenienti non interi ma comunque 

, grandi di k„ e per 2=A"„+fy Ìl modulo M, di sen ir' {p-\-sea tcz) 

, « riduce alla forma M,=ii.| cosh* ir ij con [i, discosto da lero 

, più di un certo numero; e in questo caso i coefficienti 

t af,a„ e bn dello sviluppo saranno dati dalle forinole: 



LirF,(0)+E 



te) 



2 

LJ M")-.1i" 1 rA^)casX,.rf., 

LF',(X„)8eiutX,+jrF,(X«)co8:tV+F',(),.)J J '^ ' 



LF',(\,)sen;r\,+;.F, 



F. (X.,)co3 7rXH 1 r^^. 

,+;.F.(À,)cosirX„+F'3(X„)J / 'i ^ 



coaX^xàx, 



che sono quelle cui si riducono le corrispondenti del caso prece- 
dente facendovi F(i)=0, 

88. Ora, per trovare alcuni casi semplici particolari nei qnali 
questo teorema è applicabile, osserviamo che per z =^ A'h-|- i y 
si ha : 
I Mi*=(cosh'ity— cos'j:/-„)[(e+8enT:^-„C08hjry)'-!-(/'-f-cos;rA„Benhny)*], 



e quindi si ha lubito in particolare che . se trattandosi ancora 




1 + 



coshjty/ ' coah-Jty' 



della equazione (62), moÌp finisce per esser sempre inferiore 
a nno più di una certa quantità diversa da zero }, allora 
(eisendo e*<;(l— ?)*. e [j.,> q) lo sviluppo (61) ove i coefficienti 
«0 1 a* I ^n sono daÈi dalle (63) sarà applicabile alla tolita fun- 
zione f^x) per ic fra — ij e ^ (+ 2 al più esci. ) ,. 

Osservando poi che col prendere A,, in modo che sia 
Ben /.■„ 7c ^ a, con a quantità diversa da zero da determinarsi, 



+ (W)tgl,.x,+^Ai^ + 



r 

eosh*!ty 



2/'Kl— «'tgli-y 



''+ 



cosh*7ryT~coBb iry 



COshT:*/ 



-nlgh'J,+ ; 



cosh Kif 

ui vede subito che se f tende a zero al crescere indefinito di 
mod?, e moip invece non si accosta a zero più di una 
quantità determinata q, e al tempo atesso fluisce per non supe- 
rare mai l' onità, o almeno i valori che prendesse superiori 
ad ano finiscono per essere prossimi ad uno quanto si ruole, 

allora preso per ss. a=7j Ji il ["-i finirà per non essere mai in- 
feriore a -^ più di una quantità piccola a piacere; e si conclude 

quindi come nuovo caso particolare semplice dì applicabilità del 
teorema precedente che , se, trattandosi ancora della equazio- 
, ne (62), al crescere indefinito di vaoàz il numero p o 

■ rTj— , tende a divenire sempre reale , e in valore assoluto 

■ la sna parte reale non si accosta a zero più di un numero 
, determinato, e non supara 1' unità o tutt' al più la supe- 



J 



,' rft 3i quantità che finiacono' per essere piccole a piacere, 
, nllora lo sviluppo (61) ove i coefficienti sono dati dalle (G3) 

, è ancora applicabile alla solita funzione /(ar) per x fra — 

I Si hanno cosi due casi semplici di equazioni della forma : 

I F, (s) eenrt2 4-Fj(?)=0, 

per le quali lo sviluppo (61) è applicabile, e evidentemente 
sarebbe facile di trovarne anche degli altri. 

Al solito poi da questi sviluppi per seni, e coseni se ne 
possono avere altri per soli seni o per soli coseni fra e ;^ ec. 

89. E ntile ora presentare la osservazione seguente: 
Nelle applicazioni che abbiamo fatte nei §. 74 e seg. alla 
ricerca degli BVÌluppi della forma : 

1 °° 

1 n "o +2 ("" '"^^ ^ a^+fin sen }.„ a'), 

ove X„ \ì,.., ^„, . . sono le radici reali, positive e del prira' or- 

iine di una equazione h(z)=^— («)^=0, abbiamo supposto che 

questa equazione a destra dell'asse y e su quest'asse non avesse 
iltre radici che le atesse >.,, \,..., ?.„,.. e la radice zero. 

Se questo non fosse, e la equazione data, a destra sempre 
MV asse delle y o su qa<:st'asse, avesse anche altre radici, 
Wm» pure, più generalmente, se la funzione indicata aopra con 
^{ì)ai^2) divenisse infinita nello stesso campo in punti diversi 
U 0,X(, >a..., Xh.., allora le quantità •{,, che sono i residui 
di ^j)w(s)8en (z nei suoi punti d'infinito [i, ,(!,,. .,{l ,,.. di- 

Kni da 0, X, , Xg, . . . , X„. . , non sarebbero più uguali allo 

"w, e occorrerebbe esaminare anche la somma \t dei resìdui 



I 




1 



•f tionùfooiiatà ù {Rmtì Ì^ infinito tH< I*« • • • !■■_ che caAea- 

Mco fr» V uae delle y « k «^ta lÌD«a C, . 

Pkò i risoltoH pceoedoati doTrebbcio modificani loltanto 
w qoetto die agG integrali (46) e (47) Tenebbero sostitnitc 
le dìScmm: 

*^' Jt. -^ ? a^v *t*M»)««*"i'^2T" 

• k c<»£noaì de à awmao per ^ int^cnlì stesi ( o per 
^adE de wà ma toròsfaaìiMùo aa caà pattieoktQ dorrefabefo 
■màlkmi p» h frta wk ^ gowh «fm—i 



Ni i^«i che » la |arta nafe Mk ^mIÌIì ]gT,i 
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anche altri tali che la somma corrispondente Jfr abbia perli- 

i 
mite una funzione X^ {t) che ha le parti colarità indicate sopra, 
allora gli sviluppi stessi saranno ancora possibili, con questo 
però che mentre in essi i coefficienti o^ e bn per n>l rimar* 

ranno ancora quelli che abbiamo dato sopra , il termine Gq 

invece subirà un cambiamento, inquantochè nelP integrale che 
comparisce in a^ a f{x) dovremo sostituire il prodotto 

i:4^x - a)' 



h 



f[x\ essendo a il fattore che figura fuori del 

detto integrale. 

E inoltre da notare che se i punti d* infinito (tt , m . . . 
dì ^9) w{^) diversi da , X^ , X<i , . . sono tutti di prim^ ordine , 
e y'i 9 t's 1 • • soQO ^ residui corrispondenti, si avrà 



^n 



Tr = Tr sen ^ iir , e X^{t) = lim ^ tV ««n t ^r . 

n=oo 1 

90. Prendiamo ora a trattare il problema più generale 
posto già dallo Sturm (*), quello cioè di rappresentare una 
funzione reale f{x) della variabile pure reale x data arbitra- 
riamente fra a e 6 in serie della forma ^ qn H(Xm , x), con : 



i: 
"1 



'b 
(64) 2.= " 



b 
F(a;) H»(Xh , «) dx 



quando per tutti i Talori di m diversi da n e per una fanzione 
reale conreniente F(a') si ha: 

(65) F{x)EQ^,x)E{\„,x)dx = 0, 

Ja 



n JoaruAl d« Ucatille. Voi. I. 



e le H(» , x) per r comproso fra a e 5 (o e 6 incl. ) sodo 
funzioni monodrome e continue di s che per semplicità B&runo 
supposte sempre reali quando la i ha gì' indicati valori {nati 
(a e h incl.) e la > ha i valori X, , X^ , . . Xh , . . ; • inoltra b 
■tesae funzioni 11(2 , i), almeno per questi valori partico- 
lari X, ,Xj, . . , Xn ,.. di ^, Boddiiifaaoalla equazione di ffercniiali.' 



(66) 



, JH 



.f. K^ +yH = 0. 



^x 



ìx 



essendo E una funzione indipendente da z, nwntr* g Jnnn 
dìpendft anche da z; e le X, , |Xj , . . , X» , . . . essendo aSd 

semplici di una certa equazione trascendente u(:)>= — TV^^* 

Questi sviluppi rientrano appunto fra quelli conaidoiti 
nei §§. 68 e 69; quindi sarà, il caso di applicare 1' ano n l'iUro 
dei teoremi dei paragrafi stessi. 

Indichiamo perciò, per abbreviare con II,H„,jFi. le funiioni 
H(^,a^ì,H0•■l1^).i'P•nlT) respettivamente; e osserriaiuo cheesstnlo: 

ATremo: 

(57) 07.-,.) H. H. +l\^(nJ^ - H. Ì5-)j _, , 

e ammettendo che le H, siano funzioni di -t finite e contìn*' 
fra a e 6, e che y aia della forma F(r) v{t) + P,(x) ondi U 
differenza ,7^— ?« si riduca al prodotto F(J) [v(Xb) — K^f 
si troverà la formola sedente : 



(««) 



/f(x) 



H. H.<(i — 



v(À.)-«.)( 



C-i!-"--!!-)] 



che varrà per X« diverso da X,; talché, onde col valoRt 
funzione F(j;) che figura nella equazione (66) o nella 

(59) ^(k^)+(f(.)«(.) + F,(x)JH_0, 




sia soddisfatta la condizione (65), bisognerà clis gli integrali 
H e le radici X„Xj,...,Xn,.., siano prese in modo clie si abbia: 



j '<=-'^-"-'èX-K''' 



Si 



-H. 






per tutti i valori di Xn, e >.„ <liversi fra loro; intendendo ora e 
in seguito cbe le lettere a o b messe in basso a date quantità 
indichino che nelle quantità atesse deve farsi J:=a o x=b re- 
Bpettivamente . 

91. Fra i modi particolari di soddisfare a questa condizio- 
ne TÌ è quello di supporre che per ogni valore di n bì abbiano 
U due equazioni: 

1 K -^ h' Hh = per x=a. 



f K 



— A H, = per x=^b, 



on h 6 h' sono due costanti reali qualunque, includendo in 

I x=b, i 



do anche i casi in cui K o — — sono zero per 



ìx 



^H, 



quali quando non si abbiano singolarità in -— " o in K corri- 

h' = o S=0; e includendovi pure i casi di 
r=a x=b che corrispondono ai valori limiti 



■pendono a 
B,=0 per : 

k' = ±eo o A = ± oo; e noi supporremo seuz' altro che queste 
dne equazioni debbano essere soddisfatte. 

Cosi essendo, osserveremo cbe, se sono dati aeÒ e queste 
^inazioni (70) non si riducono alle due K„=-0 , Ki^O, l'tina di 
tue, per ea. la prima, potrà servire a determinare il valore 

uando sia fissata l'altra di 



01 Un quello di — — per 



qaeste quantità , determinando così completamente l' integra- 
le H, cbe dovrà figurare nella serie Sy^ H„, e che, come abbia- 
mo detto, dovrà risultare reale per tutti i valori di j; fra a e b 
(a e b iocl.]; e l'altra equazione allora figurerà come una 
«qosBÌone in X^ che determinerà le quantità X^; talché in que- 




j per equazione ii{z) - 



seguente : 



1 



si potrà prendere la 



»(.): 



<K^-H. 



= 0. 



Quando poi, per es. per x=:=a si abbia E=^0 senza che 
per x=b sia K^O, allora se sarà già stabilito di quali integrali 
n„ della equazione {(56) o (69) si vorrà fare uso, la seconda delle 
equazioni (70) potrà riguardarsi come quella che determina le 
radici X, e quindi potrà prendersi per la eqnazione m(;)^Oì 
ma se per gli integrali H„ sarà dato soltanto il ralore di Ba 

quello di — — per Ji'^S, allora la seconda delle equazioni (70) 

medesime potrà farsi servire a determinare 1' nitro di qnesti 
valori, e in tal caso potrà prendersi a piacere U equazio- 
ne u{»')^0 che deve determinare le quantità X„; mentre infine 
se le equazioni (70} si ridurranno alle due K„;^0 e Kt=0, 
allora rimarranno pienamente indeterminate le dne costanti 
arbitrarie che figurano negli integrali delle (6(5) o (69) e potranno 
prendersi a piacere e anche funzioni di J , come potrà pren- 
dersi a piacere la equazione h(:)=iO che deve determinare le 
quantità X„; salvo bene iutest- in ogni 'caso a procurare che gli 
integrali H non presentino singolarità né rispetto ad x né 
rispetto a z nei campi ove devono considerarsi, e siano reali 
pei valori Xi , Xi,..,X„, . ., di « e per qualunque valore di » 
fra a e b; e riservandosi sempre di esaminare se sia o nò 
possibile di soddisfare alle varie condizioni dei teoremi dei §§■ 68 
69 prima di potere assicurare che lo sviluppo S^aHaé 
possibile nei soliti casi per una funzione reale flx) data arbi- 
trariamente fra a e h. 

Similmente, se saranno dati per es. gli integrali H„, aenw 
parò che sì conoscano i numeri a e b, e questi numeri per 
ralori convenienti delle costanti k e h' potranno determinarsi 
in modo che riescano identiche !e equazioni (70) qualunque 
eia Xn, allora rimarrà ancora pienamente indetermiaata la equa» 
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xione v(t) = che determina questa quantità }., ; e lo stesso 
uccfldrà Be , essendo dati per es. soltanto a e uno dei valori 

™ " - per x=a, si potrà determinare 1' altro di questi 



3x 



iilori Hh 



" ir 



mediante la prima delle (70) e il 6 mediante 

I U wcotida. 

' 92. In ogni caso però se ¥(x) è reale e non cangia mai di 
KgQo per X reale e compreso fra a e b; e se per ogni valore 
reale o complesso di s io un campo simmetrico attorno all'asse 
reale, la H(z , x), considerandovi anche x come variabile com- 
plessa, è funzione di x monodroma, finita e contìnua in un certo 
campo connesso C che racchiuda i punti a e fi, allora la condì- 
Eione {135) fa si che le radici della equazione da considerarsi 
w(a) = debbano necessariamente essere reali quando questa 
equazione è la seconda delle [70), o la Hi = 0, o anche, più 
generalmente, quando essa è tale che ammettendo una radice 
eoniple8<ia dovesse necessariamente ammettere anche la sua 
coniugata. 

Supposto infatti che X,„ e Xn fossero due radici co- 
"iiigate della nostra equazione «{s)=0, sarebbe per x reale 
a(l„j:)=P-f-iQ,H(X,„a;) =P— iQ essendo P eQ certe funzioni 
»«alì di X, e allora la condizione (65) si ridurrebbe all' altra 
fi 

I F(i')(P'-|-Q*)£(3; ^0 ; quindi, poiché questa porterebbe 
Ja 

P=Q=0 (perchè F(-t), P e Q sì suppongono naturalmente con- 
tinue), le funzioni H(X„ , .r) , H(>„ , a;) come funzioni di x sa- 
febbero zero in tutto il tratto rettilineo (a , 6) e quindi anche 

I in tatto C, e questo non può essere . 

' 93. Aggiungiamo che quando la nostra H(? ,x\ considerata 

come funzione delle due variabili ? e J^, si mantiene finita e con- 

^ ■ • 1, , ■ , ■ , JH DH J»H 

tiDua msiemc alle sue derivate prime e seconde t — , ^ — , :— ;— 

per tutti i valori reali di j^ fra a e fi (a e & iucl.) e pei valori com- 




su 

plesai di z in intorni dei punti )■« (*)i e per qtiestt valori di x • di i 
essa soddisfa sempre «Ha equazione (66) o (69]: t inoltre o ti 
ha E^O per x=a, o è identicamente soddisfatta laeqoazions 

H=0 o r altra K r A' H=0 per x=a e per qaalaiatì ▼*- 

lore di 2 negli indicati intorni , allora sari facile di tn>r&r« 

anche i ralori degli integrali / P(-r)B„* àx che figurasi) aaeà 

coefficienti 9,. della serie ^ 9„ U„ . 

Si osservi infatti che cambiando nella (67) il Xm in 2^ 
che ora può farsi) , e integrando fra a e a; si ottiene la se- 
guente: 

che varrà per x compn-so fra a e 6 (« e 6 incl.) e per q' 
siasi valore di z negli indicati intorni; e siccome, per U nos^" 
ipctesi, il primo membro è una fim/.ione continua di 9 \»x t= ^ 

il suo limite per a ^ X» sarà l' integrale / F(r) H«* d J. 

Invece a causa delle nostre ipotesi il limite del «ecoz*^" 

: ,./ÌH.»H, „ J"H.\ , , , , _ 

-7;^— ,M -7-7— T tiiTT — r- I; dunque facondo r ^b e T»^ 

Bando al limite nella formoìa precedente, si trova sabito *sli* 
Botto le fatte ipotesi l' integralo cercato k dato dalla foruo^^' 

/"L^o>J 1 ,. /SH.JH. „ JB. \ _ 



(71) 



O S' intendi che qui »i p&rU di coutìnuìU lUpotto alU TulkbUI ■ • a 





e se A aaA fluito a cauaa della secondEL delle formole (70) si 
potrà anche scrivere: 

mentre se h è infinito, riducendosi la seconda delle (70)aH&^0, 



/i 

Ja 






donde risulta anche che se, come supponiamo, F(x) e H. sa- 
ranno sempre reali per x compreso fra a e 6 e F(x) non mu- 
terà mai di sCi^ao in questo intervallo, le varie condizioni che 
abbiamo poste per giungere a trovare il T&lore dell' integrale 

ri 

I FCx)H„'df non potranno coesistere quando per x^b sìa zero 
-'a 

.,«.,.„.. aH,. 3H„ .. , 

il K., lo sia Un insieme a ^-7- ° ''v)"''''.*^*^^''''?^'^^^^^'^ 



anche la derivata rapporto a z della espressione E- 



.3H 



•AH 



e allora per avere il valore dell' integrale precedente converrà 
seguire altri processi. 

S' intende poi che nelle formole ora trovate per l'integrale 



F(x) H,* dx, a l„ potremo anche sostituire z purché » sia in 



f' 



quei campi nei quali con x compreso fra o e 6 la funzione H 
soddisfa alla equazione (66) o (69) e alle altre condizioni poste 
sopra. 

94, A questo inoltre aggiungiamo la osservazione seguente. 
Quando è data la equazione differenziale (G6), ponendo H=^P, 

ore -i è una certa funzione di j', e calcolando con qu«sta il ; 



ìx 






e poi il -^—f^, e sostituendo nella precedente si trova: 






i^sì). 



ìx) ix ' 
donde, moUiplicando per ? si passa alla equazione: 



P=0, 



'(-^),L_<^ 



+ ?'■ + '- 



P=0, 



che è della stessa forma della (66) ; e i! t può prendersi in 



modo che il coefficieute 171'+ 



i P o quello K I* di 



soddislìno a certe condizioni speciali. 

Così per es. se j è della solita forma F(j) v(2)-f-F((a;), 
presa per ^ una funzione della sola -v in modo che sìa: 

con e costante arbitraria, la equazione precedente diverrà : 






ci P=0, 



eioà prenderà la forma cui sì riduce la (69) nel caso partico- 
lare di F,(j) = 0, donde apparisce che nella (69) stessa po- 
tremo supporre sempre ridotta a zero la funzione F,,ir), salvo 
a BTÌtuppare poi f{j:) , anziché per funzioni Hn , per funzioni 

P» o -p, essendo r una funzione della soln .r determinata dalla 

equaxione (72); p<r modo che applicando lo iviluppo in serie 
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S $tt Pn a invece che a f{x), s' intende clie si verrà ad ot- 

tenere anche lo sviluppo S q» Un di f{x) per funzioni Hn, con 
sole differenze nei coefficienti q„ della serie, i quali invece di 
essere dati dalla forinola (64) verranno dati dall' altra : 

•6, 



(74) 



Ja ^ 



^^fif(x)E,dx 






dx 



95. Si può poi aggiungere che se per un valore conveniente 
della costante arbitraria e si ha F^{x) + e F{x) = — ^ con (i. 
costante, la (72) diverrà: 



^x^x\ ^x J ^ Ix 



e quindi indicando con p una costante arbitraria, si avrà : 

il 

donde si otterrà t con una sola quadratura; e in particolare, 
se (1 è positivo, prendendo p = si troverà : 

Cu V ~ r^^ 

logt = V7 Z-^+logCi, ovvero t = C| e V K, 

essendo c^ una costante arbitraria, e di y^ potendo prendersi il 

valore positivo o il valore negativo. 

Invece se |t è negativo, supponendo p positivo, si potrà 
prendere : 



Hé-A'^Jt+"), 



ove i radicali possono prendersi col segno che più ci piace. 




96. Ciò premesso, passiamo a studiare gli sTihippi 
2ffiiH„, ove H^ soddisfa alla equazione ((56) o (69) nella 
quale, come abbiamo detto, può sempre Bupporsi F,(i) = 0, 
e le 9n sono determinate dalla formola (64). 

Ammettiamo per semplicità che i punti X, 'siano tnttì a 
destra dell'asse delle y, e le fonzioni H(s, x) , siano come nel 
§. 93, finite e continue insieme alle loro derivate prime e se- 
conde per tutti i valori di .r fra a e 6 (d e ò incl.) e pei valori 
di t entro gli intorni dei punti >.„;a di più queste funzioni 
H(2, j) come funzioni di ?, siano raonoilrome e continue anche 
entro i soliti campi formati dalle linee C„ ; e al tempo etesso o 
'sia K = per x^^a , o per x = a e « compreso negli indicati 
intorni sia soddisfatta identicamente la equazione H=0 o l'altra 



Allora per quanto si disse ai §§. 90 e 91. Kt non sarà zero, 

e la equazione K /ili \^ 0,che corrisponde ad k Enito, 

l'altra Hi = che corrisponde aA=±oo non saranno Bod- 
disfatte altro che da valori particolari di i che saranno reali 
e non soddisfaranno alla respetliva equazione derivata; e di 
questi valori quelli positivi noi doTremo prenderli per le radi- 
ci Xh', quindi nel caso attuale se k è finito avremo, colle nota- 
zioni dei paragrafi precedenti : 



'K') 



^h^ 



ha 



({^-^[■'■Oi^-SOJr 






e se A A infinito avremo invece: 



(76) 



= H,, 



( f '>""'-=f3C'^^)/ 



SSl 

talché pei teotemi dei §§. 68. e 69. noi poisiamo afFermare che 
onde esser sicuri che la funzione /\-r) ai possa aviluppars pei 
soliti punti -E fra n e A secondo la serie ^ q^ H», quando h è 
finito occorrerà prendere ad esame l'ana o l'altra dello due 
espressioni seguenti : 



=Mi- 



.'0 



.■Cs:)H(.,aW ì:\c+t)E{z,a+l)dl 



H(.,6) 



+ »(=., I,»)j , 



-2 vi 






.v,„ 



»i 



OTe le Ir sono ì residui delle funzioni sotto gli integrali nei 
punti d' infinito che esse hanno entro Cu diversi da X, ,X„...X„; 
e nella prima ff («,/,#) è una funzione monodroma e continua 
entro Ch che si annulla nei punti X,, Xs,..À,,., e può prendersi 
ugnale a zero senz' altro , mentre nella seconda ^ (z) deve 
soddisfare alla condizione i|('().„) h'(X„) — i}i(X«) m" (Xn) ^ , es- 



sendo 7( (») = K r 

condizione che sia : 



AH e ? (^) deve determinarsi colla 



y'W u'Q..) H(X, 



ao) f ■()..)- 



-'0 



:+0 H(X. ,«+')« 



«i.) HP„ , b) 



Se poi h è infinito, allora invece degli integrali precedenti, 
dovremo esaminare gli altri: 







■(:)H(^,.)/_F(o.-|-()H(^,«+Oi( 
SHN 



(^n 



- + .(a,i,j)| 



11(2 , 6) 
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riesca difficile, allora potrà tornar comodo di non fare la sosti- 
tuzione medesima e non eseguire la integrazione rispetto a t ; 
lasciando cioè il fXz) sotto le forme che si ottengono dalle 
(79) (82) col cambiarvi \n in ^, o sotto forme simili , e poi 
nelle varie formole incominciando col? eseguire le integrazioni 
rispetto a a, invece che rispetto a t^ ec, come chiaramente 
apparirà nel trattare il caso speciale di cui fra poco ci occu- 
peremo. 

E se le espressioni precedenti, non soddisfaranno alle con- 
dizioni che si avevano per la (40) o per la (42), ma presen- 
teranno la particolarità menzionata nel §. 70. allora invece dello 
«viluppo £ $n Hn per rappresentare f{x) si avrà V altro simile 

d ^-j-Y: <Jh Hn, ove X| ha il significato attribuito- 






gli nel §. 70. medesimo, e le ^m sono date ancora dalla for- 
mola (64). 

97. Applichiamo ora questi risultati allo sviluppo deUe 
funzioni di una variàbile reale f{x) per funzioni H(Xna:), ove 
le Xm sono le radici reali positive e del prim^ ordine di una 
equazione trascendente che verrà poi determinata, e le ìì{zx) 
dipendono per ogni valore di x e ài z à^ una classe di equa- 
zioni differenziali della solita forma: 

y-^"-^ ■ I- t F(.) ,(,) + F,(x) I H=0 . 

Giova prima però determinare quali siano queste equazioni 
e fare un breve studio su esse ; e per questo osserveremo che 
ponendo z x =i^ e indicando con E' la derivata di E rispetto 
ad X, dovrà aversi: 

^a4*+KS$+| K \x)+ K r~"' 

ove H ora è funzione della sola £ ; e quindi, dando ad x un 
valore costante qualunque e indicando con a, b e e coefficienti 
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costanti, e con |jl(£) una funzione conveniente di £, si vede 
H (£) dovrà soddisfare a una equazione della forma : 

donde, tornando a porre zx a\ posto di £, si ottiene Taltra: 



i^^H 



m 



^*^ + «^^H-[^^(^^) + ^]H=o, 



^x 



ÒX 



ovvero, moltiplicando per x 



a— 2 



('■ 



^x J . - . a — 2 , V , a — 2t tt a 
+ [^^ [i.(«a:)4-^a? J H==0 , 



Do? 

essendo ora H funzione di zx . 

Ne segue che la equazione data deve necessariamente aver^ 
questa forma, e quindi deve essere : 



o— 2 



a— 2 



F{x) v(0 + F,(x) = 6 a:^V('a:) +at^^ 



da cui: 



,«-!., 



F{x) v'(«^) = ò a? |j.'(2?a?) , ovvero ^'{z «) 



^'' .u 



ciò ohe porta che sia : 



y 



a— 1 



T 



F(x) 



&x 



Z V"{2) 



ovvero : 



bx 



essendo a^, rf, rfj costanti arbitrarie; quindi, se a^ non è — 1 






dovrà essere |x {jg x) = {z x) *"*"' 4 d^ ^ e se a^ = — 1 

dovrà essere [i (^ r ) = d rf^ log -2? x -f- rf^ i con d^ nuova co- 
stante arbitraria, per modo che le sole equazioni che potreb- 
bero ora considerarsi quando H è funzione di ^a;, sono It 
seguenti : 

V òfy^^« \iiogx^-fc)H=o, 
di' o • / 

con a, h, e, a, costanti arbitrarie T ultima delle quali è diffe- 
rente da — l ; e quando II è funzione della sola variabile x 
(o per 2? = 1) esse si riducono alle altre : 



(85) 






X 
^ X 

13 ^,« ^H\ 



•T^ + ^"-^é log «+c) H=0 , 



la prima delle quali quando a«=»c=0, ^, = 6=-cl si riduce a 
quella che definisce le funzioni sen x e cos a?, e quando 
a=ai =6=1, c= — V- si riduce a quella che definisce la 
funzione di Bessel 1^(3^). 

98. Noi qui ci occuperemo soltanto della prima di queste 

equazioni; e allora volendo fare sparire il termine ex si 

porrà come al §. 94. P = , essendo t una funzione di x 

determinata dalla equazione : 



^+«''-He+c-x".+')t-0, 
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ore e è una cosianU arbitraria che forerà prendere ugnale a 
zero, per modo che si abbia : 

(86) V ^X «-2 n 

-^^^^^x =0, 

e così la prima delle equazioni (84) si ridurrà alla seguente: 






Ora, se Itti e IW) sono le due radici della equazione 

to' — (1 — a) iii-|-^"=0, si Tede subito che r=Ax *4"Bj^ ^» 

con A e B costanti arbitrarie, soddisfa alla equazione (^6); e 

noi, supposte m^ e m^ reali, prenderemo t =x * ; e così po- 
nendo 2v=2 7/i,+a— 1, 2 ;JL =-= a^ -p 1 » 1^ equazione ultima 
direrrà : 



;>x 

orrero: 






i'p . ,- . -JP 



^,v.+(2''+»-:+»--'''''^'p-«. 



donde, applicando il processo d' integrazione per serie colla 
formola di Taylor, e facendo le verificazioni richieste da questo 
processo, si trova con facilità che se ji è diverso da zero e po- 

sitivo e — non è un numero intero negativo, uno degli in- 
tegrali P« {sfx) di questa equazione è dato dalla formola: 

"i^ ' V 2.{H2v+-J:jL)y2.4.fi«(2v+25i)(2v+45t) 



2.4.»3.:iX2v+2;x)(-.>v-h4;xX2v+(>;i) \ 
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e x^^^i 1?m C-^) viene ad essere un integrale della prima delle 

equazioni (85), come {zx^^^iFm r^-^) lo è della prima delle (84). 

Osservando dunque che, essendo nti-j^m^ = 1 — a i due 
numeri 2/^1 +a — l,2m^-^a — 1 sono ambedue zero 8eJf/ij=W3, 
e negli altri casi sono uguali e di segno contrario, si vede 
subito che insieme a 2 v=2 m^-^ a — 1 , noi possiamo porre 

— 2v=2Wj-|-^ — 15 ® allora, avendosi tn^= — |-v, 

^à = — 9 V » ® qumdi c==m^ m^ = ( — ^ \ — v*, la 

prima delle equazioni (85) colP introduzione della costante 
V invece di e, assumerà la forma seguente : 

/ am\ 

nella quale ci limiteremo a supporre a e 6 reali e [i diverso da 
zero e positivo. 

E per quanto abbiamo visto, noi potremo intanto asserire 

y 

che se il rapporto - è un numero diverso da zero e fratto, e 

A e B sono due costanti arbitrarie, i due integrali della 
equazione (87) che qui consideriamo sono i seguenti : 

} ^ ó ..Vo.. J^O..\ I O ^ ..8/0 



2.ti(2v+2;j.) ^ 2.4.it«(2v+2tiX2v-l-4iL) 



2.4.6 {i.3(2v+ 2(i.)(2y+4[j,)(2v+(5tt) 



+•• 



1— a o 



Bx ^ 



( 2.-i(-2v-|-2{i) "''Ì4.ii.«(-2v+3{».)(-2v+4|J.) 



2.4.6.ii3(-2v+2|j.)(-2v4-4>x)(-2v+6|j.) 



l'i 8 



1 — a , 1 -a , 

ehe possono indicarsi con A x P,^ ^WiB^c p^ ^y, 

essendo A e B costanti arbitrarie e P (a*), P (x) )e quafl* 
tità fra parentesi che sono integrali delle respettive equazioni*. 

mentre se il rapporto — è zero i due integrali precedenti sod- 

V 

disfano ancora alla (87) ma si riducono ad un solo, e se è 

diverso da zero ed è intero, uno degli stessi integrali soddisfa 
ancora alla equazione stessa (87) ma Taltro perde ogni 8Ìgni- 
ficato, e quest* ultimo è quello per il quale il rapporto 

V V 

corrispondente - o è un numero intero diverso da zero 

e negativo; talché fatta eccezione per quest^ ultimo caso, i due 
integrali H della equazione (87) non diflFfriscono che per un 
fattore da quelle funzioni che ora abbiamo indicato con P , e 

d' ora innanzi basterà che noi introduciamo queste ultime nei 
nostri calcoli. 

99. Occupandoci ora delle funzioni P per le quali jjl è 

diverso da zero e positivo e — se è negativo non è intero , 

giova premettere alcune loro proprietà prima di passare alla 
questione che vogliamo trattare degli sviluppi della solita fun- 

zioncf{x) per sene di funzioni P (^h*) ^ - r » o anche 

X 2 "T* 



se vuoisi per serie di funzioni ; 

(X„x) - "^^ 



229 



Serviamoci perciò della variabile z invece che di a:^ o di jrar, 
^ osserviamo in primo luogo che ai ha : 



P»=l-o- ...o..,o..^ + 



V U 



2. tt(2v4-2tt)^2. 4.|ji*(2v+2tt) (2v+4tt) 



+ .., 



2.4.6.|i,3(2v+2tt)(2v-f-4tt)(2v+6it) 
e P {g) soddisfa alla equazione: 

j/ 2V+i3P\ 
(88) .^^+(2v+l)^4-i/f^-'p=0,o ^^-^ + J.«H21^-'P=0. 

intendendo sempre che anche se [i è un numero fratto e 

Ot . a a a9t 
jr=pe sia ^ =p * e , ec. 

Avendosi poi dalla precedente: 



P....(«) 2v+2tt (^ 2.tt;2v+2|i+2|i)"^ 



V.fX 






• • • • 



2.4.[i*(2v+2[i+2|i)v2v+2|i.+4|i) 

si trova subito la formola notevole: 

I 

(89) p' (^) = _&^'p (^) 

che esprime la derivata di P {z) per la funzione P , [z) ; 
e poichò questa formola ci dà : 



V 



,f* ^ ^ 2v+2[j. v+u,tx ^ ^ 2 v+ 2 [1 v+fx,fx 



W 



p (z) + ""-^ P , ^ W, 

2v+2|i, v+p.,u' (2v+2[i)(2v+4ii) v4-2p,f* ^ ^' 
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eliminando con queste P' {z) e ?\ J,z) dalla (88) si ottiene 

V altra : 



bz'^ 



(90) P^ _^(,) ^ ?-^^J,) - (-2 ,+2t.)(2v+4 |r)^v.Hi,,, W' 

che esprime la P^^^{z) per le due P,^,,^W. ^v+au,»^') ' ' ''" 

indici sono superiori di (t e di 2ti. 

Osserrando poi che dalla (89) si ha: 



b>'^-' 



P'v+u,^ W — — 2 v+4 (i ^ ''+V.."^ ' 
e sostituendo nella precedente si trova anche 1' altra : 

che è pure notevole. 

100. Aggiungiamo che potendo scrìvere: 

P (^)=i — yy , \v-^ 



2(2^+2) 2.4 (2'. +2) (2i +4) 



<f) 






2.4.6(2^+2)(2j-+4)(2^+6 



si vede subito che si ha P^ W = P !;_ . ( — ) talché pro- 

priamente quando siano studiate le P (2) lo sono anche le 

v,i 

P (:). 

Noi per questo d'ora innanzi non ci occuperemo altro che 



2'M 
delle P (z), che indicheremo piìi semplicemente con P^(^), 
giacché quando dalle formole che contengono queste P {z) 
Torrerao passare alle corrispondenti per le P {z) basterà 

V . , z^ 
cambiare in esse il v in - e il a? in - • 

E siccome queste funzioni Py,{z) Tengono a soddisfare alla 
equazione : 

(91) ;,_^+(2v+l)_lJ£'' -f-J^P(^)=0 

cz CZ 

che risulta dalla (88) facendovi (i.«=l , e sono date dalla serie: 

(92) P (^)=1 -. -i^ + 



^ 2(2v+2) • 2.4(2v+2)(2v-f-4) 

2.4.6(2 v+2) ^2v+4) (2 v+6)+ •" ' 

si Tede chiaramente che alPinfuori di un fattore costante esse 

corrispondono a « I (Vbz \ essendo I^(#) una funzione 

di Bessel; talché in sostanza gli sviluppi che poi troveremo 
per funzioni P^ saranno sviluppi per funzioni di Bessel. 

101. Ricordando ora che per v> — — si ha : 

V r^ 2v 

I (:) = A z / cos [z cos w) sen a> J od , 



ove A è una costante, si può affermare che quando v> 
sarà: 



' cos {z cos (o) sen (o d od, 




1 



ove k è un coefficiente costante che è uguale all' inversa del- 



■l 



simbolo degli integrali Euleriani di seconda specie, e per 
semplicità si è supposto 6=1 senz' altro, non avendo del resto 
che da cambiare : in Vb 2 quando si voglia tornare a intro- 
durre in calcolo il numero b. 

Posto poi cos <tì=-r, e a cos v z sostituito il suo valore per 
esponenziali, si trova: 



IT ' 






ri ±icz V— - 

= / e (1-rt) 'i^^ 



v-o- 



ovo s*intende che (1 — r') " per r=0 si riduca all'unità posi- 
tiva : e da questa formola, che vale quando v > — ^ e qua- 

lunque sia e , ci sarà focile dedurre un' altra espressione di 
P>^:) por la quale basterà supjH>rre che v non sia un numero 

intero negativo, ma bisognerà per essa che i sia diverso da zero 

e abbia un ai^omento 9 che non supera ^ in valore asso- 

Ulto, per mcklo cìoò che i punti : corrispondenti cadano a 
destra dell* a.%se delle y, o su quest' asse (c=0 esci.). 

102. Supponendo perciò ancora > ^ — ^ » prendiamo a 

i 
eoQ$iik4^ar« Tint^^nrale 1 e "^^^^I -k*i • Jit, ov« ir è ima 

wùàbile comp^etJSA w— 1>, «^teniendclo a nn rettangolo coi 
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lati paralleli agli assi w e t? e coi vertici nei punti iv= — t, 
u;=i, tt;=»t-}-A*, i(?=A* — i, essendo k un numero positivo grande 



^-2- 



per i/?=0 sia Punita 



ad arbitrio, e intendendo che (1 -j-tt') 
positiva. 

Siccome movendosi entro il rettangolo indicato non si 
gira attorno ai punti m;=»±ì che sono i soli che possono pro- 

1 
{l-\-w^) ^^ e siccome 
quand'anche in questi punti ±i la funzione stessa divenga 
infinita, essa lo diviene d' ordine inferiore al primo perchè per 



durre singolìlrità nella funzione e 



ors si ha v^ — — , è certo che Tintegr 



:ale / 



^tvz V— ^ 



esteso al contorno del medesimo rettangolo sarà uguale a zero, 
e quindi si avrà : 

J — 1 Jo 



r 

1 



-1 



<^-|-»f)^ j 1+ (/,_,_,,,)S ^^rfj,+ Te -("-'>{ l+(M-t>f 2 du; 



e poiché, supponendo che l' indice di z sia situato a destra 

dt^ll** asse delle y per modo che la parte reale di # venga ad 

essere positiva, si vede sabito che al crescere sempre più del 

nninero positivo A* il terzo integrale finirà per avere un modulo 

piccolo a piacere, mentre il secondo e il quarto hanno un 

valore determinato anche per A«==oo , è certo che sarà : 



e a -t;«) 2 dv=i e e ( l+{u-{-i) j ^ - e { l+Cn-i? } 

/ — 1 ^0 



V— 



dUj 



donde si ottiene subito: 






a:) 

e 



uz 



iz v_L 

[i+(«+«rj ' 



ÌZ 



1-, 
e [I+Cm-,-)»]"-"»" 



du^ 



**i 



534 



1 
per una nuora espressione dì P (^) che rale quando v > — „ 

e z è a destra delP asse delle y (quest^ asse ora esci. ). 

Ora, quando z è reale e positivo, possiamo porr* uz=^ 
e allora sviluppando i quadrati fra parentesi, e facendo altri 
calcoli semplici, con osservare anche che, essendo 

. ni ^ 2V— i . 

*T . '-"^ ±-^^^^ 

± *= e può scriversi {±i) = e . , ec. si avrà : 

« 1 « , / /^ ^■"'+^ ^ V-' 









(•+2O 



e quindi sarà: 




» 2 






««^.^KtlK'-'-^^Vo' ' !('+3 '+(-^1) 



+K^-^')i'''--1('+B)'"^-C-£)'" 



1 , . vV- ' 



ove le due quantità^ 1— ^- j 2 , f 1-| — - - j per jr= ±1 1 



1 



v- 



s' intende che si riducano a 2 ^ onde resti soddisfatta la con- 

1 
^-2_ 
dizione che (1+?^'') si riduca all'unità per w=^0\ e questa 
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forinola che ora è dimostrata soltanto quando z è reale e 
positivo, è facile vedere che vale per qualunque valore di z 
diverso da zero il cui indice è a destra dell'asse delle y o lu 
queit' asse (*). 

Si consideri infatti sul piano u-^-in) a destra dell'asse v 
un contorno formato dall' asse w, da una retta che passi per 
l'origine e faccia l'angolo 7 con quest'asse, e dall'arco di cer- 
chio di raggio r racchiuso fra queste rette col centro all' ori- 
gine; e si prendano a studiare gli integrali 



/■ 



— . I 

— XC Z -^ % Z V- 



Q 



e i ^ "I" 0'^ ± 0* j " ^^ estesi a questo contomo . 

Posto M'=R e , sul cerchio si avrà W'=re > div=iwd(ù; 

• • 

sulla reità y si arràu;=Re , dw=e dR; e sull'asse u si 
avM tv=u, dtv^u; quindi, se *=(>e sarà: 

essendo nel terzo integrale w'«=R e ^, div=^^dR\ e se l'argo- 
mento 0-f-(o del prodotto w:ì entro l' indicato spazio è sempre 



TT 7Z 



compreso fra — - e - (gli estr. esci.), il secondo integrale al 

crescere indefinito di r quando p è diverso da zero avrà per 
limite zero, e quindi sarà: 

/o Jo 

f) Fino a questo punto il procesio seguito per giuugere alla formola (94) 
concorda con quello tenuto da Lipschitz allapag. 189 • seg. del voi. 56 del giornale 
di Borchardt nello studio corrispondente sulle funzioni di Bessel . Lipschitz limita 
cosi i suoi risultati al caso di » reale e poaitÌTo. 
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ore r integrale del secondo membro è esteso alla retta 7; dal 

che apparisce che quando è compreso fra — o ® o fe^^ ^^* 

esci.) r integrale del primo membro anziché alla retta u della 
quantità reali può anche intendersi esteso a una retta qualunque 
che faccia con questa un angolo 7 pel quale 7-f~^ ^'^ compreso 

fra — ^ e -^ (gli estr. ± -^ esci.). 

In ogni caso dunque quando 9 è compreso fra — ^ e ^ 

( gli estr. ±_- esci.) si potrà prendere 7= — 0, e allora sarà: 
Si 

e [l+l^^iO J du= e le* [a+(K e ±0 J < 



-lO r 

u= e 1 



e ora, potendo porre Rp=T, si trova: 



» i 00 . . ^ -, 1 

1 iv — 



Jr'''^'\i+iu±^rì '^^=iX'"'"'" ^''^^^'^'^ 



- dx 



e questa evidentemente ci riconduce alla formola (94) che resta 
cosi dimostrata per tutti i punti 2 il cui indice è a destra 
dell'asse delle y (quest'asse per ora esci.). 

Se poi si osserva che la funzione P^ {z) ò sempre finita e 

continua, e se v > — ^ gli integrali che figurano nella (94) 



r 



conservano un significato anche quando, essendo 0=±-^ , si 
ha #=±»p con p diverso da zero, e allora essi sono i limiti 
per 9= ± ^- degli integrali che corrispondono a compreso 

fra — ^ e-, le ne concluderà subito chela formola (94) vale 
anche suir asse delle y quando si escluda soltanto ilpunto z=0^ 



%^«** 

^«^1 



e così la nostra dimostrazione può dirsi ora compiota noi caso 
sempre di v > — ^ . 

101. Giova ora trasformare nella (94) i coeffioionti dì 

f 2v+l \ / 2v+l \ ... 

cosl^ -7 — ::1, e seni ^ /"~^J ^"^""^ " modulo p 

di J^ è abbastanza grande e è fra — ~ e ^ (gli estr. iucl.)» ro- 

stando sempre per ora v > — . 

Per questo osserveremo che si ha ; 



••00 

e 



'.'--0€r-aU")»-'rH-4r^- 



e nei due integrali del secondo membro sarà rcspcttivamonte: 

quando si prenda un valore conveniente per' i^. ' ) ^i e »'in- 

tenda che (v— g)^ siano i soliti coefficienti binomiali ; quindi ^ 

poiché si riscontra sabito che a qa'^ste serie è applicabile U 
integrazione termine a termine da a 2^ e da 2^ a a> riK 
spettivamente, si avrà : 

i« t (i±^ ^•=x •'-* ^'> / * '^ * </tì 



1 '^' 






• ' '12. t ^ — 



Ora, si 'HserT: Li rr^^*rk!<* ti.-*: . :a. . -. . -..^ *a ,, r.v.vv 
^ si ha [-^r o &£ì4l: zrti ir : 
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oc 



00 ^ 



J2p *^2p ^ -p 



OTvero: 



/ e t dr< e (2p) , 
*^2p 

per modo che, qualunque sia A', purché finito, gli integrali 






00 



e xdz al crescere indefinito di p divengono infinitesimi di 

. . 1 

ordine grande quanto si vuole in confronto a -. 



Oltre a ciò si ha: 

lOO /•OO 



_(^v-i+%^(X-£ ),-';+'^^"-'-'-('H+.) 






.00 -^ V— ^+n 
— lev «r, 



2 



'2p 

a> 1 00 ^_, ^ I ^ QO 



t 
9 



(n+g) (2p)-N, 

con ty<Ce""^^ (2p) 2 ""^ qualunque siano i numeri n e q pur- 
ché n-^-q sia diverso da xero e positivo e p sia abbastanza 
grande ; e inoltre per ti^q si ha : 



e. 
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ty' '(2p)" 

= (2p)«' n-y-, 

t 

essendo c^» inferiore al massimo dei valori che prende 
e t ^ ' 2 • ' per r compreso fra e 2 p, il quale si vede 



_2 

evidentemente : 



+i+g'x''+T+9' 



subito essere \ — ^ j ; dunque si potrà scrivere 



;-v-i(.±i^;+^,„r(H.o+..±H-).K.+:+i)+..]i+ 

ore le^ Om sono le quantità infinitesime d^ ordine superiore a 



+(2 



qualsiasi numeio finito le x ^ (2t, egeg' sono 

J2p 

numeri interi positivi qualunque. 

io z 
Ora, nonostante che le quantità ± -, ± t- abbiano per 

Z t[j 

modulo Punita, lo serie che compariscono in questa formola 
sono convergenti e col modulo sempre inferiore a un numero 
finito, perchè applicando un notissimo teorema di Gauss sulle 
serie a termini positivi , si riscontra che sono convergenti le 
D. '^ 



SAii 

„ C.-q; „(.,_■)■ 

due serie 2, „__■ i 2i : — ', ove | v — . ) iadica il Taiore 

aaiolnto di [v — J ; dunque e Tiden temente, ■ostitneado nella 
(04) per Ì\ e perigli integrali precedenti i loro ralori, sì 
pnò asserire che se v >■ — ^, eie diverso da zero ed è a deatra 
dell' asse delle y o au qne^t'aase si ha : 



p,w= 



l+T'-W:':»"! 



/ 2v+l N 
{'—4-') 



1 + 7 .(»)!»"('- 



r(2v+i) 

essendo le tì^z) e 7'>(^) funzioni di z che quando il modulo di 2 
: indefinitamente divengouo ambedue ia&nitf^ìme degli 
ordini 2." e 1." [«spetti va uient«. Oltre a ciò, avendo rignardo 
alla (94) e allo studio fatto sugli integrali precedenti, ai riicon- 
tra che almeno qnando v>- queste funzioni ^^(j) e t^C-) hanno 
lina derivata eh* al cr^cere indefinito del modulo di # dirìene 
in6niteaima dell'ordine S." per 7,^2) e 2* per •{' y(z). 

Nel caso poi che v-j-j- e * — ^ non siano soperioria zero, e 
V se è negativo non sia inteTo, allora servendosi dapprima una o 
piil Tolte della (dO) ove sia fatto (1=1, 6^1 Ipotremo sspH- 
I P»(?) per fanzioai P^z) per le qoali v'-|-g- • «">** 
- «aito 9op«riori a zero; e dopo applicando a queste foraiom 
P,<») U forinola preoe-iente, si troverà che qnesta formol» con- 
tinua a tassiatere anche per la F.'?)d«ini siamo partili. qn»Dy 
do tutf al pift «i pong» sotf altra forma iV coefficiente f'ion 
dì parentesi, e le t.(ì1 « k i J,i) kanao sempre \* s***** P"" 



tieoUrità; talché in coBcltasion* noi povsòaiB^ ^** 
fuDiioni r»(?) per le quali v se è Dq^tì'««k wyo * 'w**'*'' ^ 



a i diretto da aem «dia destra dell'* 
al' asae, si avrà Mpuiptv: 



. te* » ' 



^oanclo 
un»- 
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) P»W= 



v+^L 



(l+T.Wj coafz ^^3rJ+Y'v(^)8enh 



2v+l 



•)]. 



ove <?v è un coefficiente costante, e le Yv(^) , 'f (z) al crescere in- 
definito del modulo di ìT divengono ambedue infinitesime degli 
ordini 2.® e 1.^ respetti vamente , e ammettono una derivata 
che diviene infinitesima del 3 ® ordine per 7,(2?) e del 2.® ordine 
per t\{z). 

Al modo stesso e negli stessi casi si trova che si ha: 



ove le 8v(^) e i\{2^) hanno le stesse particolarità delle fun- 
zioni TvW ^T'vC-^). . 

104. Ritornando ora nel caso di v> — , aggiungiamo 

che cangiando ;e in p^ e poi x in pr nella (94) con p diverso 
da zero e positivo, si trova: 
1 



2^ i2 



v+ 



COsf p-2- 



■U 



: k(u*' 



1 

V — - 



2 



2sf 



'+(>-!)■ 1*- 



4- ìsenl Pjt 



2v+l 



00 



1 
V — — 



r^Hsr,+g)-Z(._g) 



«-} 



dr 



e per gli integrali che qui figurano si avrà la formola (95) 

— X . — pr 
nella quale sia cangiato e in e 



Ora si ha : 



2p 



00 





0- 



? 



V+.L 



r(v+.^) , 



2^42 

con 0<Oq<1; e per »>0 si ha: 

Jo Jo .'0 

1 

3» V — a 

OTe 0<0«<1 , e M è il massimo valore di e '^' t «ra e 2p 

fra e 00, dimodoché M= — , con M|=l"^ j 

Inoltre si ha per n-\-q diverso da zero e positivo: 

r~^'^-ì-»^ r~-p^v+>+9 rft 

le t 2 (2t>= / e t 8 -i„r i = 

00 

^t-+'^' (»+9)(2p)"+' 
ove al solito <^0'h < 1 , e M' è il massimo valore 

^— P^x^+2+? fra e 00, di modo che M'= — ~^^ co 

1^, j ^+8+? j 2~ry. qujii^jige y — ^ ^ zero o è negativo, 

prendendo ?=— (v— g^ ^^ P^^^^ scrivere: 



F ' t>4) -il 1-KHM,2 



M 






+ 






/o 
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e se V — 2 è zero o è positivo potremo prendere J=0, e allora 
sarà: 



P^+2 l ^ 1 



1 ^±•^' ' ( - «'^(v-DX-rp) 



+i-^lg; «'-nv+io+M'.s 



con O^O'^-f"!; talché evidentemente sostituendo nel valore 
scritto sopra di Pv(P^) ài può aJBFermare che quando v> — g la 
funzione Pv(?^) può porsi sotto la forma: 



98) P^(^)= — r— r j A cos (p ^_ 2H:1:,)+B^ 8en(p.-?^) j , 

oP I 2 i?^"! 2 ^ ^ 

ove le Ay e B,, sono funzioni di ^ e di z il cui modulo è sempre 

inferiore a un numero finito per qualunque valore diverso da 
zero e positivo (sia pur piccolo quanto si vuole) del nùmero p, 
e per qualunque valore di z diverso da zero, e anche di mo- 
dulo grande quanto si vuole, il cui indice cade a destra delibasse 

delle y o su .quest' asse; e p è il maggiore dei due numeri x- e v. 



Osservando poi che a causa della (90) si ha: 



''.g')-V.'^'>-( a.+2xl+«) ''v^-.' 



e se — 1 <Iv< — 2 , indicando con P^, , P/^ le funzioni 

^^+1 P ' v+s ^®^ secondo membro, si ha — ^ <v'<5 , v"> \ , 

si vedrà subito che la formola (98) vale anche nel caso in 

cui — l<Cv< — 2' ® ^^^^^ applicazione ripetuta della formola 

precedente medesima si vede che la (98) stessa vale anche per 
qualunque valore negativo e non intero di v. 



244 



Osservando poi che la (89) ci dà la formola seguente : 



^(P') = -2S% 



(?^), 



ove P'v (P*) indica la derivata di P» {^z) presa rispetto a z, si 
potrà asserire che si ha : 



(99) P'v (pi) =-^ 



8 „' 



rV+3 



A;c.s(p.-i^.)+B-.«„(p.-?^ 



ove A'^ e B'^ hanno le stesse particolarità delle A^ e B, 

sopra indicate, e p b il maggiore dei due numeri ^ o v-j-1- 

Questi risultati ci saranno utili in seguito . 

105. Date ora tutte queste proprietà delle funzioni 
Py W 1 P'v (-2^) » Pv (P^) I P'v (P^)i passiamo a cercare se la solita 
funzione reale f{x) della variabile pure reale x possa sTÌlup- 
parsi secondo una serie di funzioni P^CX^x), o x— *Iv(\,^)t ove le I» 
sono funzioni di Bessel, supponendo ora però che v sia supe- 
riore a — 1, e ammettendo al solito per semplicità che sia 6=1 . 

In questo caso, soddisfacendo Vy{zx) alla equazione: 



(100) 



3 



X 



'ÒX 



D .r 



2v4-l 
+ x'^ z^ P,(^x)=0, 



le equazioni (67) si ridurranno alle due: 

iP(^x) 

. A'P (2:ar)=0 per x=rt, 



X 



2V+I 



2v+.^P(^^) 



X 



ò X 



— AP {zx) = per x=b. 



con h eh' finiti o infiniti, e P^^.r) definito dalla serie che viene 
dalla (!)2) cambiandovi z in zx e facendovi 6=1; quindi poiché. 



■^ 
1 
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essendo ora v>—l, la prima equazione diviene identica qualun- 
que sia a quando si prende a=0; A'=xO, gioverà evidentemente 
intendere che l'estremo inferiore a dell' intervallo (a,6) nel 
quale f\x) deve svilupparsi sia lo zero. 

Se poi come estremo superiore dello stesso intervallo si 
prende per semplicità V unità positiva, le quantità Xh dovranno 

-AP(^J;) =0, 

^ J.«=l 



esstre radici della equazione 
ovvero dell'altra: 



<) X 



>p(.) 

(.01) ._1L- _„_,,)_,, 

ove A è finito o infinito, e P^(2) è la funzione definita dalla 
formola (92) e soddisfa alla equazione (91). 

Ora, siccome le 1\(^^) sono sempre funzioni monodrome 
finite e continue di r e di a*, basta ricordare quanto si disse al 
§. 92. per concludere subito che la equazione (101) per h 
finito o infinito, non avrà altro che radici reali e queste radici 
all' infuori di quella zero che si ha quando A=»0, saranno tutte 
semplici e uguali due a duo e di segno contrario: dunque noi 
avremo sempre un sistema di radici reali e positive che potremo 
prendere per quantità X„ (*). 

Così essendo, noi cercheremo dunque se la solita funzione 



(*) Se^ invece di considerare le funzioni Py, aressimo contiuuato a consid<- 
rare le Pv,u saremmo giunti ad una equazione che non sarebbe stata altro che la 

(101} stessa nella quale a v , • e A si fossero sostituiti -, ^, -. Conscguente» 

mente essa sarebbe stata soddisfatta soltanto da valori reali di - ; e quindi se, invece 

di considerare, come ora faremo, il campo a destra dell'assi delle y, si fosse 

• 
considerato quello dei valori e = oe il cui argomento non supera in valore assoluto 

il numero r^ , allora, fatta eccezione per la radice zero nel caso di /i=0, non 

avremmo avuto in questo campo altro che radici e reali e positire della equazione cor- 
rispondente, e queste si sarebbero potute prendere come quantità \^, 



di una variabile reale f\:r) data arlntmrìamente fra e 1 possa 
8TÌ] 11 p parsi secoadu una serie della forma: 



fh^ 



.!v+l. 



P,>\,:r)d 



y.ì-F (X.T), con g.. 



x"+>(X..)ix 



quando ai sappone che il prodotto f[x)i "" sia atto all' inte- 
grazione neir intervallo da a I anche riducwdolo ai suoi va- 
lori assoluti, e s'intende che le quantità X„ siano le radici positive 

della equazione u{z)'^z-—- h P (2)=0con h finito, o del- 
l'altra m(:)^P-,(5}=0 che corrisponde al esso di /i^oo , per modo 
che verrà già soddisfatta la condizione che le g« e le Pi(Ì^i) 
por X positivo siano reali; e noi per questa ricerca, applicheremo 
il teorema del §, G9, 

106. Supponendo dunque M{y) = P,{f), o «(j')=iP',(ì)— AP,(«), 
e volendo applicare il teorema del §. 60, dovremo detennimire 
due funzioni tp{z) e •S^z) moaodrome e continue a destru del- 
l' asse delle y e su quest'asse s tali che sia: 



fW= 



«■(XJ'PCi-.x-)/ 



(«+0 P. 



).,(^+()| <it 



■fW 






P'jk,x)<lx 






1 /'tcf'ìi'yl '"'• 

e poi dovremo esaminare la differenza — . f -—--—da — \^r 

come fu detto nel §. 69. stesso. 

Ora si ha dalla (68) cambiandovi X„ in r: 
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/ X P*Azx)dx = :^]^ ^ ^-P (gif) ^ ■ [ = 






J- {z?* -P P' —2 P,P"v ) =-^ (« P' +2 V P P' + «r P« ) , 
ove per semplicità con P , P' , P' abbiamo indicato 

P (2?) , — r — 1 ^ ; quindi , fermandosi dapprima sul caso 
di u{z) = P (2?), si può dire che in questo caso sarà: 

X ^ P\{Kx) d a: = i P'%(X„)= ^ u\K) , 
come sarà anche: 

M"(Xn) P"v M . 2v+l 

e potrà prendersi senz' altro: 



•"H 



1 2V+1 rt QuA-i 



o anche per la (83): 



giacché le singolarità in questo valore di ^\z) non possono 
aversi altro che per 5J=0, e le potenze di z sono tutte superiori 
a — 1 perchè v > — 1. 

Invece nel caso di u{z) = z P'v(5') — h Pv(«'), con h reale e 
finito qualunque, si avrà: 



r 


!« ^^I^^^^^^^^HI^^^^H 


w 


f^'''"^' P'.P,, ^ J X _ ^1 ] » (2 .+J)+X'. ì ; 1 




e essendo, a causa del Talora di u(e) e della (91): 




«■ (2) _ . P", + (1 -A) F .= - (2 .+*) P', - . P„ 




.W (2,+,„P-. .P' P <2'+"<=i"+»>p. 




-»P,+ (2v+*-I)P,. 




e qnindi: 




"■''■■'--^l'''-'+''>+'-'l' 




«■■(>•.) = -5^Vf-'+i> <-'+'■' +(2''-i)i-'.). 




sarà: 




" '"' " f fiC ■■ I ?iì 1 7 ' f 


^t -1"1- "T") T^ '^ ■)» 

/ /'+'p.;x.i)di 




fd.) K-VX.) 1 «2 .+I)(2»+»)+:2 «-!*•. 
t(l.)~ti(i.) X. *(2v+*l+ì.'. 

2.+1 . 2X 



Ulchè per loddisfan alle e indizioni reUtire a <{i(*) baaU 
qneito caso fare in modo che aia : 






'+1 , 2» 



-- ^+ 



cìoi prendere: 

e allora Tenendo ad essere; 



>(2v+/i) +»' 



n 
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f '(XJ=2 K ^ P (a X.) / {a+t) "^ V^sK (a+O d t , 
basterà anche in questo caso che sia come nel caso precedente: 

^\z) = 2 «''+'P^ {7SS) / (a+</'+' P^ { (a+O^I (? ^ , 

con 

A(2v+A) + «« 



■l-W 



^2V+l 



107. Segue da ciò che con «(«) = P.^ {z) sì avrà: 
e con «(«)=.? F, (»> — A P,(2r) si avrà invece: 

e inoltre, ponendo P=a+f, avremo in tutti i casi: 
y'(») = 2/'+'p (a^) rV'"^ P 'p«)d<; 
e siccome dall' essere: 

j; ^+^ ^ P«P,(W = 0, 

ove per semplicità indichiamo con P',(a?) e P',(p*) le deri- 
vate di P., (a z) e P, (p «) rispetto a z, si deduce : 



L 
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e quindi anche; 

' ? —a' 

si vede chiaramente che potremo prendere in ogni caso: 

?(,) = 2 /'^' / ^ { P'/a:)P^(?5)-P;(?»)P;«) } d «, 

*/0 2* — a* 



• potremo ralerci di questa espressione di ^{z\ e delle 
altre « (:) = ^ con u{z) = P,(^), o i^z) = ^^^T^* 
con M(r) «= -2'P'v('2') — A Pv(* i p^r g^i studi che ora abbiamo da 

fare sull'inteffrale ;r— . / J" ^g— ^^ Tr*, talché, osserrando 

che in questo caso quando la linea C„ sia presa in modo da 
escludere il punto #=0 le 7r sono tutte zero, la questiona nel 

• 

caso di u(z) = Pv(^) si riduce alP esame deirintegralt: 

-P'(?Z)P,(«) 



(104) -. / P ,,/ '^ '^ ' 



dz, 



e nel caso di u{z) =• z P'i,(z) — A Pv(z) si riduce all' esame del- 
l' altro : 

(m) P (^)-P (?:) P (: 



(105) -L r L_ . , r JK2-H: A)+ ^L. I p 



e si può notare che a causa della prima della formola (20) 
questi integrali rappresentano respettivamente anche le somme 

^ 2 r sv-i-i 

1 *^ v^ "' * -"O 

(100) <( 

» 2X«„ ^ p 2V-I 

V j A(2H^/o 4- ).;^ j i'T^„) p./'^ >■-.) / ? pjr^ ''•"} 'f ' > 
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nelle quali X| , X^, . . , Xn , . • rappresentano le radici delle re- 
spettive equazioni Pv(^)=0, 2P\{z)—hT?y{z)=^0^ e » è il nu- 
mero di queste radici che cadono entro la linea C„; talché le 
proprietà che troveremo per gli stessi integrali o pei loro limiti 
corrisponderanno anche ad altrettante proprietà di queste somme, 
o delle serie corrispondenti.. 

108. Ciò premesso, passiamo dunque a cercare se gli 
integrali (104) e (105) soddisfano alle condizioni che si avevano 
per la difiFerenza (42) nel teorema del §. 69. 

Prendiamo perciò il solito contorno rettangolare a de- 
stra dell'asse delle y coi vertici nei punti z=4h\ z=k'\-ih\ 
z=k — ih\*.'= — ih\ essendo h' un numero positivo comun- 
que grande, e k un altro numero positivo che non è radice 
della equazione Pv(2r)=0 quando si tratta dell'integrale (104), 
e non è radice dell'altra zF\{z) — h P^(^)— =0 quando si tratta 
dell'integrale (105); e dal campo rettangolare così formato 
escludiamo il punto 9=0 con un semicerchio di raggio e pic- 
colo quanto si vuole, e prendiamo per C„ il contorno in parte 
circolare e in parte rettangolare del campo che così ne risulta. 

Osservando che, come apparisce dalla formola (92), Vy,{») è 
una funzione pari di z^ si vedrà subito intanto che le due por- 
zioni degli integrali (104) e (105) che sono estese ai due tratti 
di asse delle y che fanno parte di Cn si distruggono fra loro 
identicamente. 

Similmente, osservando che nel caso dell'integrale (104), 
e così in quello dell'integrale (105) quando h non è uguale 
a zero, le funzioni che compariscono sotfco gli integrali non 
divengono infinite per z=0^ si vede subito che la porzione 
degli integrali medesimi che è estesa al cerchio di raggio 

e dipendentemente dalla piccolezza di £ ha un modulo piccolo 
quanto si vuole qualunque sia t, e quindi essa ò uguale a 
zero. Invece per h=0 la funzione sotto l'integrale (105) di- 
viene infinita di prim' ordine nel punto 2;=0, e poiché, se è 

t'Q 
rangole polare, sul cerchio e si ha z=ze ^dz=^fid^^ e va 

da ^ a — --, si vede subifeo che in questo caso l'integrale esteso 
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rh^ì 2v+2 2v+-5 

alla detta porzione di cerchio è — (2v-|- 2) 1 fi dt^oa — p 

e 8Ì annulla soltanto per ^=0, talché allora P integrale (105]]^ 
presenta una differenza dagli altri casi, della qual differenza^ 
dorremo tener conto a suo tempo valendosi delle considerazion- 
del §. 70. 

Per le porzioni rimanenti degli integrali (104) e (105) 
supponendo a compreso fra e 1 (0 e 1 esci.) e p=a4"^ cors 
t compreso fra — a +6' e 1 — a (e' diverso da zero e positivo^ 
ma piccolo a piacere), potremo applicare le (98) e (99) pren — 
dendo cioè: 



V(az)= ^1 



(azy—i 



\ 1 +T^(*?) } co»! OL? - ^^ «\-\- ^\ (a:) aenfaut— '-^ 



P',(«) = ^ r { 1 -f- S^w) j 8en('w- ?)±1 r V8'^(a»)co.^«-^ 

e similmente per Py(P«)t e P'v(p»); donde moltiplicando ec., >i trorerà : 

X[«{[l+Tv(?^)][l-hSv(«0]-S',(«)T'»(?*)j'en(«-'-^f^K)co$(?a-?^'i:)- 
- P I [1+7,(«)][1+Sv(P^)]-8;(P«)t'v(«)} «enC?*- *-^ «)co« («-'-^ 
+ { a[l+8,(«*)]7'v(P«)-P[l+8.(P')]T'^(«) j sen («-*-^ «) sen (?« - ?^ 

+ ( «[l+T.(P^;]«',(«)-P[M-7,(««)]«;(?») } eoa (or- ?^ ir) cos (? z- ^ 

Si aggianga ora e si tolga fra le grandi parentesi quadre 
un termine che differisca dal primo soltanto per esservi can- 
giato il seno in un coseno e il coseno in un seno delle stesse 
quantità; e dopo si osservi anche che le formole (98) e (09) ci 
danno: 



P.W- 






, 1 1+7,(-) i [co.(:- -+' =)+ 7",,(')««n('- ^- »' 1 • 



-^ ll + J.,(')+;1»|[»en(j-™.) + 



+ S'\(2)C0S(«- 



=)], 



ove ^"X^) e S"j(i) hanno te stesse particolarità di '(',(:) e è\(z) 
respetti vanientc, giacché si ha: 






s'vW-f-ri+Y.w] 



a poi si sostituisca tutto negli integrali (104) e (105) facendo 
al tempo stesso altre piccole trasformazioni con porre per es, 
invece dei prodotti di seni e coseni le somme e ditFereuze 
corrispondenti date dalla trigonometria, ec. 

Si troverà alìora che le porzioni degli integrali (104) e 
(105) esteso alla parte C'„ che resta dell'intiero contorno C'„ 
dopo di aver tolto il semicerchio di raggio e e i due tratti di 
asse delle y si riducono alla forma seguente: 



107) 






OT« B, al crescere indefinito di modz e per a o p diversi da 



Bendo b una quantità che per tutti i valori di a e ^ fra e' e 1 
( 6' diverso da zero e positivo ma arbitrariamente piccolo ) e 
pei valori dì a il cui modulo è superiore a un certo uumero k^ 
(indìpendeata da questi valori di a e P fra e' e 1) ha un mo- 
dulo sempre iuferiore a uu numero finito; il denominatore D 



£54 
(luto dall' I 



L o dall'altra delle forraole; 



D - co. (z- --=i I) + f,[i) M (, _ ^t' , ) . 

D = «eii(j- '-^n) + e".(«) co» (' — ?^' z ) , 

secondochè ai vuole studiare l'integrale {104} o il (105), e 
il X è della forma: 



l,— ('+g.)>eo[(«4S-— =^-"] + 5i«»»'« + !i™»[('"+?)^- 



-n 



ove le ?r).i7i<7j sono fuuziotiì di a,^ e ' che rispetto ad a 
e a ^ hanno la forma yC')'K3) — ?(?) '{'(*)! ®j dietro quanto 
abbiamo detto nei paragiafi precedenti intorno alle derivate 
^i T» T 7 V > ^v ^ ^ - * '^ stesse funzioni %,li e }j ammettono 
le derivate rispetto ad et e a ^, e qneste derivate al crescere 
indefinito di mod z e qnaiido a e ^ aon sono zero tendoDo a 

teio come -j per jj, e come — per j, 9 q^, e yì tendono au- 

cbe con uguale rapidità per tutti i valori di s e ^ fra a' e 1; 



di modo che i rapporti -^ , -- 



-possono porsi sotto le forme 



teapettive t -j + ,t • r ^' ^"^^ '^ "" * "* dipendono 

soltanto da a e P , mentre le /ig , fij , hj possono dipendere 
anche da '. E si aggiun^je che tutte qu'^ste quantità 
d, , Oj, bg, &( , &j quando a e ^ sono diserai da zero restano 
finite anche al crescere indefinito di mod.»; e, come accade 
anche per b finché a e ^ sono fra e' e I (é' e 1 iocl.), basterà 
che mod ? sia superiore a un certo numero /^ ( indipend. da 
a e da ^) per far si che i moduli di queste quantità a e b 
siano sempre inferiori a uno stesso niunero finito per tutti gli 
indicati valori di a e di p. 

Ciò premesso, si ostiervi che lungo i due lati paralleli 



ftlFasse delle x die formano parte di C ,, si ha g=x+ih',dj=dx; 
mentre lungo il Iato parallelo alVaase delle y si ha z=li-\-ii/, 
dx=idy, e negli integrali estesi a C,. la variabile d'inte- 

gnizione pei due primi lati verrà ad essere J, e sul lato infe- 
riore andrà da a ^ e su quello superigre andrà da ^ a 0, 
mentre sull'altro lato per variabile d'integrazione potrà pren- 
dersi y facendola andare da — K ad ìi. Si vedrà subito da ciò 
che^ quando a e p siano compresi fra G e 1 (0 esci.) e a-|-P 
sia inferiore a 2, nell'ultimo termine della eapressione (107) 

le parti dell' integrale / estese ai Iati paralleli all'asse delle x 



Terranno coi moduli tanto più piccoli quanto più è grande il 
numero h' (die può essere preso a piacere), e contemporanea- 
mente in quello esteso al lato parallelo all'asse delle ij i limi- 
ti ± A' dell'integrale verranno ognor più grandi. 

Considerando poi quelle parti dell'integrale del primo ter- 
mine die sono estese ai lati paralleli all'asse delle x, osserve- 
remo che per *=3; ± ì A' si ha: 



= X cos (j X cosh ( h' ± I h' cos t x cosh t^ h, 

ove ti e t^ sono compresi fra e t; e quindi, siccome t non è 
numericamente superiore a 1, anche quelle parti dell'integrale 

del primo termine dflla (107) che sono estese ai lati paralleli 
air asse delle x al crescere indefinito di fi vengono piccole a 
piacere, mentre nell'altra porzione dell'iutegrale da! primo ter- 
mine della (107) (quella porzione cioè che è estesa al lato 
parallelo all' asse delle i/) i limiti ± A' dell'integrale relativo 
ad y divengono ognor piìi grandi; dunque evidenteiijente, sicco- 
me queste ultime porzioni d'integrale conservano un significato 
per ambedue i termini della (107) anche quando vi si fh 
/i'=co, noi potremo tralasciare senz'altro tutti gli integrali 
estesi ai lati paralleli all' asse delle x, riducendo cioè la niede- 
i espressione (107) alla seguente: 



'-<i'(!)'"^4>^^+4rGr-^J 



nella quale r=/.-4->Vj essendo fc un mimerò positivo che 
rrescerà poi iude&nitameuW senza esser nini riulìce della «ini 
zione D=0, e pel quale potremo prendere in consegaenza 



secoudocbò t 



partiti dall'integrale (104) o dall'integrale (105), essendo n no 
numero intero abbastanza grande; e in questa e_ s ' possono 
prendersi sotto la forma: 



ove le a, ,nj , &,&g , Ò, e b^ hanno le proprietà dette sopr»; 
•d è da ricordare che questi risultati valgono per tatti i volorì 
di a e di J pei quali p (come a.) Tiene diverso da zvro e com- 
preso fra e 1, e a+p viene inferiore a 2; e in porticoUro 
essi valgono anche pel caso di a=l, purché allura I «s 
prò negativo, e compreso fra o — 1 (0 « — 1 esci.)' 

Ora, per * = i + ii/, con fe = (^- + 2»i^~ e 
* = (^^ +2«-f-l)|. si avrà D=co8hy(l-f .■Y".tgliy),1 



D ™ coah y ( 1 — i 3", tgh y ) 

1 L_ fy^^^}^ . ^ 

D* cosh" 1/ V 

ma ha nu modulo sempre infcrìorQ a un nuiaero 
lo mod z o h sono maggiori di un corto nunutru k^ s 



^+^:>' 



quindi sarù Mimpra 
b' può dipenilere neb 



a' è iinK quantità costante e compre finita (*); dunque la cspi-es- 
aione ^108) potrà ridursi anche alla forma seguente: 



4-(i+_?/)cos,.+ («! + p')c<>.[(e 






Ore le nuove quantità ìi" , t'p , 6', e è'» per a e [3 diversi da 
zero hanno le proprietà di restare coi moduli finiti anche 
quando mod : cresce indefinitamente, per modo anche che i 
loro moduh sono contemporaneamente inferiori a nno stesso 
nnmero finito per tutti i valori di a e di p fra s' e 1 (s' e 1 
incl.) quando k è superiore a un certo numero finito ^q (che 
è indipendeute da questi valori dì a e jì)- 

Ora, ae nel secondo degli integrali relativi ad y si considerano 
i termini che hanno per denominatore z', e si osserva che i loro 



moduli sono superiori s 



k'-i-y* 



, ore p è sempre fìuito quando 



vede cliiaraniente che gli integrali 



degli stessi termini sono inferiori 



"Ij 



dy 



'-^, e quindi eisi e i loro integrali rispetto a t tendono a zero 
al crescere indefinito di k, e vi tendono anche con ugnale ra- 



fitrmoledelg. 103, si r 
• pel aeModa ni hn ri 



■e che. tenendo mente ai siguificati di 7'i,(a) s i',(i) o alle 
intra lublto ehe pel primo vslure di D ai ha a'= — ({v — ^ ) 




pidità per tutti i valori di « e |S fra e, e 1 (s, e 1 tncl.'. Lo stesso 

accade degli altri integrali / ( -) ^dt f —^^ ri — t'y. 

^0 W J_oo2*'co8h*y 

/ (-1 ^ — z I — — ,-,- dy, ciacche si lia: 

— - — =• — - — cosh(i/+icos(A'- — - — ■=A-co8/,/.cosh /^-j-tycns/Axosbfj jr 

COB t z ^ eoa ( A cosh / y — i sen ( k senh f y, 

ove tf e ii Bono compresi fra e f e i non supera Vanità in 
valore aasotuto, e si sa d' altra parte che so 9 non arriva a 2 

in valore assoluto gli integrali / — r^^'y » / — r-. *^^ 

sono sempre finiti, e tali si mantengono anche se la funzione 
sotto il segno viene moltiplicata per una potenza qualunque 
positiva di y; dunque indicando con A una quantità che per 
a e p diversi da zero tende a zero al crescere indefinito di k 
e vi tende anche con uguale rapidità per tutti i valori di s 
e ^ fra e' e 1 (s' e 1 incl.). l'espressione precedente si rìdnnm 
all'altra pìil semplice: 



2;rio V«J 



+ ,>. 



■PV+ 



yy 



1 cosh* ]/ 



+, 'gì' !/) 



.»»[(=.+?) «-5*!.] 



1 /"'/pY'+= jj_ r^^K^+'f 



Posto ora per z il solito valore /. 4- 'Ut e fallo p«t <f i 

moJo » -fl- 3 ^= 2 ■ - T, basta sviluppare i seni e ooseai lIw tpÙ f 
comparistimo e trascurare quelli integrali che sono 




vìj^petlo a t, finché i non arriva a 2 in valore assoluto e ^ e a sono 

liiscosti da zero, e ìl suo limite per f^O è l'integrale I — j-j- 

che è ugnale a 2, si vede subito clie il termine stesso è sem- 
pre inferiore a nn certo numero finito, e per ( positivo ha per 

limite ^ e per ( negativo ha per lìmite — o » ^ tende anche con 

ugnai rapidità verso questi limiti £nchè t è discosto da zero 
pib di £, e a e ^ sono discosti da zero più di e' . 

Osservando poi ehe ìl secondo e terzo termine possono ridursi 
«'' ^'/3^*'^-p8Bn( , C k* t/tgliycosh/y , 

" "=«"»" 2si (.) -ur'"J_^¥+?-Ji^'"- 

2irfcJoV»/ .'-Qo' +!' *^^ " 

, , ^ , , . , ytghycoshry y tghyco?h(,i/ 
compreso fra e (, e le fanziom^-^^^i^ , ^hV^" ' 

t* 
sono atte alla integrazione fra — oo e co , e si ha ,, , -, <C 1 1 

— ' — <C 1 , si vede chiaro che questi termini quando t è snpe- 

riore a un certo numero ft„ sono numericamente inferiori a quel 
numero clie più ci piace finché a e 3 sono fra »' a 1 (s' e 1 ind.) 

Per gli altri termini poi si osserverà dapprima che se a ò 
differente anche da 1 , a-^-? sarà sempre discosto da 2, e le 
funzioni che compariscono sotto gli integrali relativi ad y 
e a f saranno atte alle integrazioni anche quando si riducano 
ai Tslori assoluti e ai sopprimano sotto gli integrali i fattori 

STTi 1 o ,ì> j portando fuori di questi integrali il fattore 

ad esHL non inferiore : dnnqne con a. direrso da 1 tuttiquesti ter- 
mini saranno sempre finiti e tenderanno a zero al crescere in- 
definito di t : « vi tenderanno anche con ugnai rapidità se 3 
sarà compreso fra i' e 1 — i,, e 3 sarà fra :' e 1 e discosto da a 
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piìl di É C=i ^'i ^i diversi da zero e positivi ma arbitrariamente 
piccoli); talché per a coiupreso fra i' e 1 (1 ora esci.) è certo 
elle tutta 1' espressione (108) al cr>;acere indefinito di k tende 

verso ^ verso — „ secondochè a. è positivo o negativo, 

e vi tende con ugual rapidità per tutti i valori di et fra t e 
I — E, e pei valori di i discosti da zero piìl di e e pei quali 
P ct-f"' è compreso fra e' e 1 (s' e 1 ine!.); e al tempo stesso 
la medesima espressione (108) anche pei valori di ( che possono 
considerarsi fra — s e s e poi valori di n fra e' e 1 — s, è sem- 
pre numericamente inferiore a nn numero finito. 

Per studiare ora gli ultimi cinque termini della espressione 
precedente (109) anche quando a si accosta indefinitamente ad 
uno o prende il valore uno, osserviamo prima che se 5 è un nu- 
mero fisso inferiore a 2, e ^ (;/) è una funzione di y che è sem- 
pre finita insieme alla sua derivata anche al crescere indefinito 
di y, o tutt'al più per y = oo diviene infinita dell'ordine di 
una potenza di y, facendo una doppia integrazione per parti 
si trova: 



/ „, .coshSy , 1 / 



•'coslry 



li: 



, .aenh'J'/senhv , 



cosh' y 



., .senhOi/ 






.cosh^i/ , 
cosh'y 

e una formola analoga si ha per gli integrali I ip{v) — : y dy : 



l 
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e quindi facendo =-a + p , e prendendo dapprima y (y) =.- 1 , « 
vedrà intanto cbe anche il quarto termine della espressione (109) 
prende la forma di quelli che ei presentano nello stadio degli 
sviluppi di Fourier, e quindi, se a è diverso da uno. per '■ supe- 
riore a un certo numero A^ esso è sempre nutuericaiuente inferiore 
a un numero finito, e per A=oc lia per limite zero, mentre se 

coshOj/ 

cosli';/ 



a^l, osservando clie per 9^' 



J cosh'i/ ^ J eosli' 



eosli^ ' 



[tgliy] 



1 



^ seconduchè siamo 



si trovei'à cbe esso ha per limite 
partiti dall'integrale (104) o dal (105). 

Invace per il quinto e ottavo termine della espressione (]09>, 
sostituendo aliti funzioni di ( che vi compariscono ì loro ra^ 
tori assoluti, e poi applicando le formole precedenti col fitni 

fW "" tTTTì " f('j) " *TT~^ ' *' '^^^ S'ibitd intanto cbe questi 
termini sono sampre inferiori in valore assoluto a un numero 
finito, e se V antica variabile ^ o la nuova t sono prossime a 
ziro o a 2(1 — a) pili -di £, i termini stessi sono sempre na- 
merìcamente inferiori a p't ove p' è nn numero positivo e finito 
indipendente da i . 

Similmente, osservando che per ei~\-^ K, 2 le funzioni 

teh j/8enb(at-f-S)y cosh(ix+B)« .... „ 

:»_? -" — LtZ* ,1 sono sempre inferiori a 2, e po- 

cosn'f/ cosh'y ' 

Rendo per esse 2 nel sesto e settimo termine della espressione 
(109), si vede chiaro che anche questi termini sono sempre 
numeri camL'ute inferiori a un numero finito, e se ' o e sono 
vicine n zero o a 2 (1— a) più di e essi sono sempre nume- 
ricamente inferiori a q't ove (/ è positivo e inferiore a un 
Domerò fluito indipendente da i; dunque, osservando che gli in- 
tegrali da a / (relativi a t) quando t è superiore a e in valore 
assoluto possono spezzarsi in due, uno cioè da a e e uno da i 
o f , e questi ultimi per quanto piccalo sia e ( pur essere allora 



a+3 discosto da 2 pili di s) ni crescere indefinito di k possono 
rendersi minori di quel numero che più ci pince, mentre quelli 
da a É sono inferiori a p's, o a j's, si pii6 evidentemente con- 
cludere che anche per ct^^l gli ultimi quattro termini della 
espressione (109) aooo sempre numericamente inferiori a un 
certo numero finito, e al crescere indefinito di A hanno per li- 
mite zero; e quindi, riassumendo, si può ora affermare die 
qna:ido a, p , e i sono diversi da zero e a è diverso anche da 1 , 

la espressione (^09) per A ^= oo ha per limite ^ o — ^ secondo- 
che ( è positivo o negativo, e per a= 1 ha per limite zero 
o —1 secondochè siamo partiti dall'integrale (104) o dal (105); 
come si può affermare inoltre che se a e ^ sono compresi fra 
e' e 1 (e' e 1 iiicl. e s' diverso da zero e positivo ma arbitrariamente 
piccolo) la espressione (lOiì) è sempre finita perfc superiore a nn 
certo numero A-„ indipendente da a e da f; e quando t è discosto 
da zero e da — a più di e e di 5', e a è compresa fra t e 1 — e, 
{e e, diversi da zero e positivi ma arbitrariamente piccoli ) 
essa al crescere indefinito dì k converge in ugual grado verso 
±2 qualunque siano i valori di a e ( fra i limiti retativi. 

Cosi restano fatte intanto tutte le verificazioni che sono 
richieste dal teorema del §. J(ì9 per il valore degli integrali 
(104) (lOó) quando ( è fra — ì e e, e per il limite di essi 
quando ( è diverso da zero o compreso fra — a-f-s' e 1 — a. Per 
farà ora anche le verifitazioni relative alla derivata rapporto 
a t degli integrali (104) e (105) quando ( è diverto da zero 
e da — a, osserveremo die, coi ragionamenti atessi che abbiamo 
fatti aopra, ai trova subito che questa derivata pel caso dell' in- 
tegrale (104) si riduca all'espressione seguente: 

e pel caso dell' integrak' (105), si riduce all'una o all'altra 
delle due: 



ti ^=0 



J(2,+M+»< 






secoodochè A è direrso da zero o uguale a zero, e in i\m 
sto 2 ^ t -j- ì j/; e ora, supponendo a diverso da zero • / dUi 
da zero più di e e compreso fra — a+ s' e I — « ( in «od 
che anche p ven^a diverso da zero ) , e trasformando quMi 
espressioni col sostituirvi per Pi.(ou') , P*(pi) , . . . i loro Tatoi 
coms ai fece negli studi precedenti intorno a^li int^mlì (10-<^ 
e (105), si troverà al modo stesso ch«,, astrazion falU 
termine — (2v4-2)[il" "' che comparisce neH'nltlma, eaae mi — \ 
dorranno tutte alle derivate rapporto a ( dello ilOS) o (lOil^ 
e considerate per ogni valore di a fra e I (0 esci. ) e p« 
corrispondenti valori di t fra — a+s' e 1 — a discosti da ze; 
pili di G le espressiooi medesime quando n sia divenuto aupe- 
riore a uno stesso numero «„ (indipendente da () avranno i loro 
moduli sempre inferiori a nn certo nomerò finito, e (inetto 
nomerò iij potrà anche pi-enderai sempre Io stesso finche « 
resterit compreso fra e' e 1 — 1^ ; come si riscontrerà inoltr» ch« 
è soddisfatta anche la condiziona che per a compreso fm «' < 
1 (1 ora incl.) e per n superiore a un medesimo numero (in- 
dipendente da < e da a) i prodotti delle stesse espressioni per t 
restano inferiori in valore assoluto a un certo namero finito' 
anche quando t tende a zero por valori positivi o per Taloct 
negativi . 

Passando poi a considerare i valori di t fra — a. 
con a diverso da zero, si osserverà che siccome il ^ prende or* 
valori prossimi quanto si vuole a zero, e par i=— « ai h% 
p=0, non si possono pììi usare tutt« le formole di cui ci sìuno 
valsi sopra, nò si possono più trarre tutte le concluiioai 
esdenti ; però, dietro quanto li disse iu generale aneli* «1 
g, 69, considerando il punto /= — x come an ponto ea 
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nell'intorno del quale resta incerto S2 tutte lo condizioni 
precedenti sono o no soddisfatte, baaterà vedere ae per questo 
punto il prodotto della funzione data f{'X-\-t) per la derivata 
degli integrali (104) o (105) soddisfa alla solite condizioni 
generali di cui abbiamo tante volte parlato. 

Ora, valendosi delle formola del §. 104 ai trova subito cbe 
per t prossimo quanto si vuole a -^a le espressioni precedenti 



si riducono alla forma p 



-p r 



ove ^ è il maggiore 

dei due numeri v e e (f(y) è una funzione di k, a, ^ e y nella 
quale il numeratore, oltre a fattori 11 cui modulo è sempre inferio- 
re a un numero finito, contiene in ogni termine «no dei fattori 
senh a y , cosìi a y , e uno del due senh |B y , cosh p y, mentre il 
denominatore ha il fattore cosli- y. Ne segue che il modulo del- 



l' integrale / <p{'j)dy si mantiene sempre inferiore a un certo 

numero fluito, e ciò avviene per i valori di ii o di i superiori 
a uno stesso numero finché a è compreso fra s, e 1 (1 incl.) 
e f è fra —a e — a -|-e'; quindi, per quanto si disse negli studi ge- 

nerali, basterà che il prodotto /![«-(-;)? negli intorni a 

destra del punto (=— a, o l'altro f{x).r ^ negli intorni a 
destra del punto x=^0 roti atto all'integrazione anche ridotto ai 
auoi valori assoluti; e si può notare che quando questa con- 
dizione aia soddisfatta, se 2v-|— g — p è negativo anche f{x) 
verrà di suo atta alla integrazione negli indicati intorni a 
deatra di x^Q, mentre se 2v\- ^ — p è positivo, per la validità 
dei nostri risultati non importa richiedere che f{x) resti atta 
all'integrazione nei medesimi intorni. 

Così resta provato che quando f{x) nell' intorno a deatra 
del punto x^O soddisfa alla condizione ora indicata, se A è 
diverso da zero (finito o iutinito) si trovano verificate tutte le 



L 



conilizioni del teorema del §. 09, mentre se h=0 il limite 
dell'integrale (105) per n=<x> e t diverso da zero, in con- 
fronto a qneilo che si ha negli altri casi viene aumentato di 
[p. ^"'" — py tanto per (positivo che per ( negativo, e qnindi, se- 
condo quanto dicemmo al §. 70, bisogna in talcnso aggiungere alla 

00 ri 

serie y <]„ P ().„ ^0 il tarmine ( 2 v + 2 ) / fìj:) .c=''+' d x ; 

1 " Jo 

dunque, ricordando anche qnanto ai disse in generale al §. ó3 
intorno ai pnnti estremi, e osservando che per a=l il ( non 
può prendersi che negativo e allora rIì integrali (104) e {\(>h] 
hanno per limito e — 1 res petti vamen te, e il punto (= — 1 
non viene a figurare come il punto (--=0, si potrà enunciare il 
seguente teorema generale: , Se vl~> — 1, e P^(i) è l'integrale: 



2{2v+2) ^ 2.4(2v-f 2)(2v+4) 2.4.6C2v-f 2X2v+4)(2v-i.| 
, della equazione : 



.s:+(-+')^^+-^ 



. 1^ 1 



li' 



una funzione reale /{t) data arbitrariamente fra e 1, e 

tale che il prodotto f[-^) x '"a ", oveji è il maggiore dei 
due numeri v e ^, reati atto alla integrazione in qnesto 
intervallo anche riducendolo ai suoi valori assoluti , può 
rappresentarsi analiticamente secondo le tre serie: 

P,(>.„.r). {M2) / A^) ■'^"'^''/■^•+V5'.,P (V„A V^-',P.,0 

Jo "t t 

ove le Xn t J-'n , X"„ sono respetfcivamente le radici pon 
delle eriuazioni P,^(?)=0. P\{^)=0, 3V\(z)—hP^[z)m 
essendo h una, costante reale qualunque fìnita e dirers 
zero, e essendo: 



26' 






. 22^"^ ri 2V+1 

e questi sviluppi varranno per tutti i punti a: fra e 1 
(0 al più esci.) pei quali f{os-{-0) e f{x—0) sono deter- 
minati e finiti ed è soddisfatta una almeno delle condizioni 
seguenti: 

1/ , che negli intorni degli stessi punti x la funzione flx) 
non faccia infinite oscillazioni, o almeno le venga a perdere 
tutte coir aggiungervi una conveniente funzione del primo 
grado ; 

2.' j, che negli stessi intorni la funzione f{x) si com- 
porti in modo che scomponendoli in intervalli comunque 
piccoli Sf che non terminano al punto x la somma delle 
oscillazioni D« corrispondenti sia di quel grado di picco- 
lezza che più ci piace; 

3.* j, che negli stessi intomi la funzione medesima f(x) 
ammetta una derivata o un estremo oscillatorio che resta 
atto alla integrazione anche ridotto ai suoi valori assoluti ; 

4.' „ che 1 rapporti mcrementah p con- 
siderati come funzioni di t siano sempre finiti o almeno 
restino atti alla integrazione anche ridotti ai loro valori 
assoluti; e s* intende sempre che nei punti x pei quali una 
almeno di queste condizioni è soddisfatta la somma della serie, 

quando si tratta di punti interni, e f{x) o — '—^ 

secondochè in essi f{x) è continua o nò, e quando si tratta 
del punto estremo a?=l è zero per la prima serie, e /(l — 0) 
per le altre due „ . 



E si aggiunge che avenilo riguardo al processo di dimo- 
strazione precedente si riconoscerebbe che, come nel cuo dcIU 
serie di Fourior, trattandosi di punti x ititerni all' intenrallo 
(0 , 1) baata propriamente che questa condizioni 1.' , 2/ , 3.' 
e 4.' siano saddisfatte per la funzione di ( F{0=A '■+0+A'*— 
nell'intorno destro (o sinistro) del punto (=0. 

109. Introducendo poi invece delle P.^(;) lo foozioni dì 
Bessel h{z) mediante U formola P,(2)=As~" I,(;) ove A è 
una costante (*), e cambiando por semplicità /t*l »n /T')* « 
il teorema ora dimostrato ci conduce anclie a dire che: » Se 
, v> — 1, e f(x) è una funzione reale di a; che fra « 1 è date 

, arbitrariamente ma è tale che il prodotto f{r)x ( ore p 

, è al solito il maggiore dei due numeri v e j, resti atto alla 

, integrazione anche ridotto ai suoi valori assoluti, queeta 

, funzione /\-r) pei ponti * fra e 1 (0 al più esci.) pei qnali 

, /■ (j +0) e f {x — 0) sono determinati e finiti, ed è soddi- 

„ sfatta una almeno delle condizioni 1.' 2.' 3.* e 4.» del ioct- 

, rema precedente potrà rappresontarai analiticamente aecoodo 

, le tre serie di funzioni di Hesael: 

T *^o 1 T 

, ove le quantità \„ \'„ X"n sono ora rcapettivameote le n- 
, dici positive delle equazioni I^C?)=.|), —f z I,(r) J^-O o 
, aI'.Xj')-vI,(2)=0, e 2r.(«)-(A4-v)I,(>)— OessenJo K au 

O PoicliA le fiinilonl (ooDOirlute sotto II nonit <1i runilaai di Itiuall \,lAftt 
> fmIoBarig i n«K>tiro Iuddo od |iuiito iJDgslus pur 1^=0, iniinlrg lo altra P,M' 
MMO monodromi) flQite a conCiiius in tutto il plauo ■, e uon dlff«rÌKOiM> d*il« XJA 
■Itio <hs pel httore ly(if. mi lembrn cha urebba lant niA(lin l' iotrodom •• 
■•«iruullit Is *ttiull (uuiioni Pyld ìdimo dall» I (t). Aneti* la nijiuilaM dtl 
tUta mi xHliliiraDO I* l'^(>J è ila ilguardaiil ooin* plb >Mn|itÌc* di qiwtla «ba ai te 
l>et la IvI'J. a molte dulie formolo che ni btnrio |Hir la P,(i| «onu pili «amidi 
iiuallc cbi loro corri BiioodoDu por k !>(•>• 
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costante reale qualunque finita e diversa da zero, e essendo: 



'" " ì^ Wo''^ 



2 

3n = 







2X 



1 ri 



, e la somma di queste serie per gli indicati punti a; è al solito 

, f[x) o ^ ■ — - quando si tratta dei punti in- 

9 terni; e per ic=l è zero per la prima serie, e f{\ — 0) per 
j, le altre due ,. 

110. E «i può aggiungere che, siccome per v>0 gli espo- 
nenti 2v+ ~ — ;pe v+ r — p non sono negativi, perchè allora 

si ha|?=v p= g, così, nel caso di v> 0, perchè le condi- 

zioni relative ai prodotti f{x)x yf{x)x 

vengano soddisfatte basterà evidentemente che f{x) sia atta 
alP integrazione fra e 1 anche ridotta ai suoi valori assoluti. 

E se sarà — l^v^O nel caso del secondo teorema, e — 2""^^'^^ 

nel caso del primo , allora perchè le indicate condizioni 

rispetto ai prodotti f{x)x , f{x)x siano sod- 

disfatte basterà che nelP intorno a destra di x^^O la f{x) sia 

sempre finita; mentre se nel primo teorema sarà — l<Iv<C — ^ , 

1 
2 



«v+i-p 



allora perchè la condizione stessa pel prodotto /(x) x 

sia soddisfatta basterà che col tendere a zero di x la f{x) tenda 

a zero come una delle funzioni: 



iS 
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C-(2V+1) 1 1 

' a:«^\log x)^+- ' x^^+^ log X ( log» x)'^' " " * 

ove e è un numero diverso da zero e positivo • Qaette condi- 
zìodì però sono soltanto sufficienti. 

Inoltre aggiungiamo che avendosi P'»(r)= — ^ P»*i(*) t 

s^ intende subito che come si hanno sviluppi di f{x) in serie di 

funzioni Py, così se ne possono avere altri simili in serie di 
funzioni derivate P' , . . . 

111. Se poi osserviamo in particolare che per v=-±^ 

la funzione P^(r) si riduce alle due: 

sen M 

P-T (Z) = COS Z, P j(2f) = -y , 

basterà applicare il teorema del §. 108 per trovare sei svi- 
luppi, tre dei quali si riducono a sviluppi di Fourier della forma: 

£ 2n4-l ri 00 co 

4à Pn COS — — icx^ I ff^x)dx-\- 2p'w COS n ir a: , 29»««n »« ar» 

e gli altri si riducono alle forme seguenti : 

... . ^ sen tu X ^ senv.jp 



Vp-cosX^o?, 3 / 



^n 



con: 



P^'^JATA— 



2 ri N j 2(l+{t«J /*! , 
fl- = — i — / /Tx) « sen U.M X d j; = y^-^ I f[x) x sen u. x d s, 

2'*» ri ^ j J2{l+A)«+vM ri . 
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essendo le X| , X^ , . . , Xn , . , le radici positive della equazione 
z sen z-\'h cos z =0; le |i|, (i^ , . . , |1ni • • le radici positive della 
equazione 2r cos ^ — sen5'=0; e le Vj, Vg,.., Vn,«. le radici positive 
dell' altra zzoi^z — (1-1-A)8en5r=0, con h costante reale e finita 
qualunque ma diversa da zero; e mentre pel primo di questi 

sviluppi ( per essere allora v = — — ) si richiede che - — - resti 

atta airintegrazione fra e 1 anche ridotta ai suoi valori assolu- 
ti, per gli altri sviluppi basta che soddisfi a questa condizione il 

prodotto X f{x\ perchè per essi si ha v= g-. 

Cambiando poi f[x) in - — \ i due ultimi sviluppi si riducono 
ai seguenti : 

ri 00 00 

Z X \ f{x)x dx +2?„ sen |i^ .t, ^m sen v» x, 
•^0 i 1 

nei quali: 

2 r^ 2(1+0. )^ r^ 

r«= — ^ — / f{x) sen ^^xdx = 3^-^ / f{x) sen |in x dx, 

sen'ji^yQ |i n Jq 

2v« 



f\ , , 2Ì(l+A)2+v«J fi ^ 

^J/lx)sen..xdx= ^,^^,^_^^,^ ' J A-) sen .^xdx 



|Jk(A+l)+v«.jsen2vH^'' ' A(A+-l)+v^^ Jq 

con h costante reale e finita qualunque diversa da zero e le 
jjL», e Vw radici delle respetti ve equazioni ^rcos^ — senfl^== 0, 
# cos sf — (l -|- A) sen ^ == ; e questi sviluppi, considerati pei 
soliti punti X fra e 1 (0 al più esci.) pei quali sono soddi- 
sfatte le condizioni dei teoremi precedenti, rappresentano 

f{x) o ^ quando si tratta di punti interni, e 

f(l — 0) quando si tratta del punto estremo ^=1; e rispetto 
a f(x) si ha ora la sola - condizione che essa resti atta alla 
integrazione fra e 1 anche riducendola ai suoi valori assoluti. 



212 

00 

Oli sviluppi y ^n cos y» X che ora abbiamo trovati sodo 

1 
quelli della fisica matematica ai quali alludevamo nel §. 83, 
e cambiandovi are;ein7ca?e7r^8Ì riducono precisamente a 
quelli che si hanno dalla formola (56) nel caso in cai sia 
F(^) = :rir, F,(^) = -(l+A). 

112. Merita poi di essere notato che, siccome le somme ^ 
(106) hanno le stesse proprietà degli integrali (104) e {\Qh)tt^ 
cui esse sono uguali, e si ha : 






2ìM-« „ 1 



p P,(p)s.)«ft=- 




2v , V* 



ove le derivate s^ intendano prese rispetto a X», si avranno 1* ^ 
formolo notevoli: 

1 00 p f„\ \ r 2v 2V -1 

ì 2x^t7^)[^"+'^ P'.}(a+OX«|-« P'.(a).,)J 

4= 2 2iX',P*,(X' jl ^'^' P,l(«H-»)^«j— « rJA^ 

i_ " x",p, («X",) r 2v . 2v -1 

4°-2 {A(2v+A)+X'\}F,(X", )|.^°'+^^ Pv{(«+OX.|-<x P.K^J 

nelle quali a è diverso da zero e da 1, ^ è diverso da zero 
e positivo e non superiore a 1— a, le Xh, X',»eX"„ sono ancora 
le radici reali e positive delle respettive equazioni P^(^) =0 , 
P'vW — 0, 2rP\(^)— AP>(:)=0, e nella terza h è finito e di- 
verso da zero. Per t diverso da zero e negativo e superiore a 
— a, se a è fra e 1 (0 e 1 esclusi), queste formolo continuano 
ancora a sussistere quando si mutino soltanto i segni dei primi 
membri; e se a è uguale ad uno la seconda e la terza di que- 
ste formole sussistono pure quando nei loro primi membri si 
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ponga — — invece di t-, e allora non vi è più da occuparsi 

della prima poiché in essa i termini del secondo membro ven- 
gono tutti identicamente zero. 

Cambiando nei secondi membri fk-\-i in p, si hanno di qui 
delle funzioni notevoli di a e p il cui valore è indipendente da 

a e da p , ed è uguale a — o a — j secondochè p > a o p <C a , 

e uguale azero per P=a, supposto però che a e p siano compresi 
fra e 1 (0 esci, per a e p, e 1 esci, soltanto per a). Se poi a è 
uguale ad uno, i secondi membri della seconda e terza delle 
formole precedenti col cambiarvi a-f< in p divengono funzioni 
della sola p che pei valori di questa variabile fra e 1 (0 e 1 

esci.) sono costantemente uguali a — 5, mentre per p=l so- 
no identicamente zero. 

Per V = ± — queste formole divengono anche molto più 
semplici. 

113. Aggiungiamo che la funzione <p(f,a,AH) per gli 
sviluppi attuali, dietro quanto si è visto nel §. 108, viene 
data dall' una o dalP altra delle formole: 



00 






00 



^vwm^^ t p''(-> p>(p^) -^'^'^"^ ^'(«^^1 '' 



—e» 

00 



secondochè siamo nel caso degli sviluppi ^ q^w Py (X^^*^) o nel 

1 

caso degli altri due, essendo in ambedue queste formole p=a-|-i 

e ^=A4-.-yconi=(^l +2»)| o A=(H^+2«+l)^ 

respettivamente. Queste funzioni poi possono anéhe rappresen- 
tarsi colle derivate rispetto a i delle espressioni (1(»7), (108) 
o (109), e anche colle somme che si ottengono derivando ri- 



spetto a f le espressioni (Ì"(J), e aggitirgpmlovi m-l rnsw di 
A=0 la quantità (2 v-i-2)32v+i . 

114. E si può notare che per quanto la attuale fnns'nm 
f't,%, hn) non sia inclipeiidente da a , come erano qtwlk rrla- 
tive agli altri sviluppi considerati precedentemente, essa peri 



e il suo integrale / f{l ,0-, hK.)dt soddisfano in tyuaJ ftvJc 

per tuttii yalori di a fra;' e 1— e, e di / fra — a+s" e I— « 
{ii , è' e b" diversi da zero e positivi, ma arbitrariamente pic- 
coli ) a tutte le condizioni che si trovarono nel §. 108; poiché 
da ciò che precede apparisce che quando n sia preso supcriore à 
uno stesso numero finito »o indipendente da f e da a, si tro- 
veri> che, per qualunque valore di a fra e, e 1 (gli cstr. tDcl.),e 

n 

pei valori dì ( fra — ot+t " e I —a l'integrale / tt{( , a , AJrf/ • il 

Jfi 
prodotto t^{t,a., h^) sono sempre numericamente inferiori a on 
numero finito anche quando / si accosta indefinitamente a i 
e prendendo ancora n!!»(o e t discosto da zero più di e, « e 
preso sempre fra — «-(-k" e 1 — « si troverà pnre che per totii 
gli indicati valori di a fra :' e 1 (gli estr. ancora incl.) la fin- 
zione :p{f , a , Ah) è sempre numericamente inferiori) a un cerio 
nnmero finito, e se a è compreso fra b' e l — S| l'interni* 



ff,(t ,7. ,/i„) è siimpre accosto al suo limite piii di tin dato 






numero arbitrariamente piccolo «, ec. 

115. Per dare alcuni esempi di sviluppi particolari dedotti 
dai teoremi precedenti accenneremo i seguenti che sono degni 
di nota. 

l." Vogliasi la funzione che fra e I è sempre itgQtl* 
a 1 sviluppata in serie di funzioni P„ o I, nel raso dj v> — 

Ricordando che: 



Jo 



'P._(rx)J,;=-;P',(r), 
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ai ottengono subito i due sviluppi seguenti : 



00 T> n ^\ oo 



OTe X^ e X"m sono al solito le radici positive delle respettive 
equazioni P,(ir)=0 , zP'Jiz)—h P^(^)=0 ; donde, introducendo 
le funzioni di Bessel si hanno anche gli altri: 

-^'^ fu i;.(x»; ' ^'^ f\ A(2v+A)+x",» I i,(X",) ' 

ore le Xn e X''^ sono le radici positive delle equazioni Iv(2:)=0, 
2 l\[z) — (A+v) I>(^)=0 ; e questi sviluppi per x diverso da zero 
e da 1 e compreso fra e 1 sono tutti uguali a 1, e per x=\ 
il primo è uguale a zero e il secondo è uguale a 1; talché di 
qui si deduce anche la particolarità che la somma della serie 

2.* Vogliasi la funzione che fra e 1 è uguale a Py(Y x) 
ordinata per funzioni Pv(Xh ^) , Pv(^'« ^)? e P»(X"fiar) essendo y 
una costante reale qualunque, e X„,X'«» e X''„ le solite radici delle 

equazioni P^(2:)=0, P'y(2f)=0, e nel caso sempre di v> — g. 

Siccome si ha per r diverso da f : 

/■i^.p.(, x,P> .) .= TP-.(t)P.O;)-rP-.(r)P.(,) _ 
si avranno gli sviluppi seguenti: 

•2P>W:^x;tz3P v^ . p V (t) I -:p-+2T 2 (xv=?)WO j ' 

^. ^ \'\ P, (X", X) 

2 { T P'v(T ) -A PvW } f |;,(2v+A) + X"*»{(X"»-7«)Pv(X"-)' 



che rappresentano PJ^y t) per x divenw d» iìoto e d» 1 p com- 
preso fra e 1, e per .r^l sono ugnali il primo a zero e gli 
altri due a P.,(v) ; e sebbene il processo tenuto richieda che 
pel primo sviluppo 7 non sia radice della equazione Pi(£)=0, 
e pel secondo non sia radice dell'altra P'.,(2)=0 , è chiara 
però che questi sviluppi possono rigtiardarsi come validi qna- 
lunquff sia il valore di f , quando per le serie che corrispondono 
a t^+y^ , Y=±^'i™ 1 6 i;^±X",„ respettivamente si prendano 
quelle formate coi valori limiti dei sìngoli termini di quelk. 
scritte sopra . 

Da questi poi si ottengono gli altri sviluppi: 



-2I.(y)2 






Hi'.h)-»IW| 



2ÌTi'.M- (*+»)■'. Wi 2 



1^ +^i(X'.'-(>)I.(X'.) I 

r'.i.o.".») 

f j 1(2 ,+*) + V". I (J."',-,') I,p,".)' 

che rappresentano 1,(73:) per 3; diverso da zero e da uno e 
compreso fra e 1 , e per x^=\ sono uguali il primo a ze- 
ro e gli altri a I, (7), e in questi le \n < ^'n e X"„ sono le 
radici positive delle equazioni I„(?)=0, zr,(;) — vl,(?) = 0j 

Freso poi in particolare nelle formole precedenti v =3 
si hanno le altre notevoli : 



Ben7^=(cos7-"^- j] -~ +27^ ^, ^_^,^^. » 



- 1 AC2v H)+X''„» i (X' V-7VnX\ ' 



tsen 7 x=2 Jt aen i^ — 1)"*' — , , yaM" mkìC, 
/ Ben 7\ I Zx 
Ben 7 »:=[ cos7 ; 
I V V y( 7 
8Rn7X=2{7C0B7— (1-f ft)3eD7 [ ^1 
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che valgono tutte per x diverso da uno e compreso fra e 1, 
e la seconda e la terza valgono anche per x=l; e in queste, 
dietro l'osservazione fatta sopra, 7 può supporsi qualunque, e le X'n 
eWn sono le radici positive delle equazioni z cos z — sen 5? = 0, 
e sr cos z — (1+^) sen 2: = . 

Cambiando poi a? in - e 7 in a y, con a costante qualun- 
que, si hanno altri sviluppi di Pv(t^)i I/T^) ® sen 7 a? che 
considerati per un valore speciale qualsiasi di a? fra e a (a 
esci, per il primo sviluppo) valgono per qualsiasi valore di 7; 
e così supponendo a>l pel primo sviluppo e a^l per gli altri 
due, e facendo x=l, si ottengono sviluppi notevoli di Pv(t)Jv(t) 
e sen 7. In particolare si hanno le formole seguenti: 

sen7 = 2^sena7 2M) ;iv=^'^''''a' 

\ / Q OD 8®^— 

sena7\i 3 , ^ SS a 

sen 7 — ' ' ^ ' I o ^ „ ^^ 



/ sena7\i ó . ^ ^ 
= ( cos a 7 ^ ]] f 2 a 7 Z7P-^ 



V)senX 



ti » 

n 



tt 



00 X"*n 8eu 



X'h 



che dann(i sviluppi di sen 7 che valgono qualunque sia 7 e per 
qualunque valore positivo di a e superiore- a 1 per la prima, e 
superiore o uguale ad uno per le altre due. 

7C 3 

Facendo 7'=tìi = ^i = 9^i''« q^ieste formole danno 

luogo ad altre che sono pure molto notevoli. Altre si ottengono 
facendo a=l nelle due ultime, ec. 

116. Passiamo ora a trovare coi metodi generali che pre- 
cedono anche gli sviluppi di una funzione f{x) per a? fra — lei 

e» 
in serie yA„X„ di funzioni di Legendre Xn. 

Questi sviluppi soddisfano come è noto alla condizione 



n 



I Xm X„ dx^ se m ^ n, e per essi si ha / X„- </ j-= 

però non può applicarsi il metodo dei §§. 90. e seg. perchè con- 
siderando la funzione X che soddìsfLi alla equazione: 



»S(i- 



ix 



i+»(.-+i)X-o 



che per £=b ai riduce a qu^^lib delle X,, si vede subito, dietro 
le osserTazioni del §. 93, che questa funzione generale X pei 

valori di x fra — lei, e pei valori reali e complessi di B 
non soddisfa alle condizioni di quel paragrafo. 

Ci varremo perciò delle considerazioni più generali de! 
§. .59. e prenderemo a esaminare la aoninia: 



(109) ^T(2M + l)X,.(a)/ X„(a.-^t)dt 



insieme alla sua derivata rispetto a l: 



-5 V(2n+l)X.{.)X.(='+'); 



* 



e poiché quest' ultima somma considerata come funzione di t 
fra — I — a e 1— a è finita e continua e ha un numero finito 
di massimi e mìnimi per ogni valore speciale di n, co><l se 
vorremo limitarci a considerare le funzioni /T[j') del §. 72, 
basterà che esaminiamo la prima delle stesse somme. 

Foniamo perciò a = co89',a-(~( = p = co80, con 9 e 0' 
compresi fra e ;; (0 e :i incl.), e ricordiamo che da una for- 
mola nota si ha: 



X„ {cos 9) X„ {coB 0') ■■ 






■2i 

X. (COB 1) (7 !p , 
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con : 

cos 7 = cos 9 cos 0' + sen sen 9' cos {rp — p'), 

essendo (8 , y) , (0' , y') le coordinate polari sferiche di due 
punti M e M' di una sfera di raggio uno, e y la distanza sfe- 
rica di questi punti. 
Si avrà: 

in rt in /"O /^2jr 

2-2(2^+1 )X,(a) / XJa-\^t)dt=-^JÌ,2n+ì) senm I X„{cosfd^, 

donde ricordando che : 

2 (2 «+l) X.(cos Y) = - — ! ^" -f ^-^i 
^ sen T ( ^ T ^ 7 ) 



si troverà anche: 



1 2(2n+l)Xn(a) Jx.(a+0 rf^=^/ / 



n 27r 



à 7 ' D 7 ) sen 7 



e poiché dQ e dt sono di segno contrario, indicando con dcs 
V elemento superficiale sferico , e fissando di prendere nelle 
formolo seguenti il segno superiore P inferiore secondochè t 
è positivo negativo, si potrà scrivere: 

*^ ' ^ ^'c>X. ììX^A da 



1 2 (2 n+l)Xn{o:)fxSa+t)dt=T Y^j f\ ^] 



fM-l 



i)7 ' i)7 S8en7 



intendendo che Pintegrale del secondo membro sia esteso alParea 
sferica A compresa fra i paralleli 9' e 9 . 

Ma prendendo un nuovo sistema di coordinate polari sfe- 
riche 7 e fi col polo nel punto fisso M'^ si ha da^=Hexir{d'^d^^\ 
quindi sarà: 
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l 2 (2«+l)X„ (a)fx.,{a+t)dt -+ff\ ^^ + Tf' j''^ '^ '" 

e così potremo eseguire subito V integrazione relativa a 7. 

Nel fare le limitazioni degli integrali noteremo che se 0' 

non è =0 o =7c, e se il meridiano iniziale delle longitudini fi 

è preso tangente air antico parallelo 0' , mentre ^i va da a z, 

su questo parallelo si resta sempre nel punto M' nel quale 

Xh + X„+j = 2, e se 8' = — i meridiani 9i = e 9i = ir coin- 

cidono col cerchio 0=0? ® noteremo pure che se nell' area 

sferica A cade il punto M\ diametralmente opposto a M\ in 
questo punto sarà 7=7: e X^ -|-X„+i = 0; e quindi indican- 
do con / , / integrali relativi a 9, estesi ai cerchi e 9' «i 
avrà evidentemente : 

2 V(2n+l)Xn(a) fx^{a^t)dt==±lT^ / (X,+X,.,y-p,± / (X«+X^,>fp, 

e il primo integrale del secondo membro mancherà se il cerchio 
si riduce a un punto (polo), come mancherà il secondo se 0' 
è l'equatore (antico) della sfera. 

Ricordando ora che quando 7 è fra e e tc — e con e diverso da 

zero, Xn (cos 7) al crescere indefinito di n converge a zero e in 

1 . 

ugual grado dell' ordine di / - si vede subito intanto che 

Vn sene 






se vi è l'integrale f (X„+X«+i)^?n ® °^° * ^^^^ — ® (onde 

non sia mai T=»7c), esso al crescere indefinito di n converge a 
zero, e si vede inoltre che vi convergerà anche in ugual grado 
quando 9 cade in intervalli che non comprendono i punti « — 6' 
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e 0', o quando t è tale che ^=a-\-t cade in intervalli che non 
comprendono i punti ±a. 

Se poi Vi è V integrale / (X„4"^«+i)^?i » escludendo sul 

parallelo 0' il punto M' con un piccolo intomo nel quale (p^ 
andrà da « a 7c-|-e e da 2:: — e a 2;: e Xw+X„+j rimarrà finito, 
8Ì vede subito che nella porzione rimanente dello stesso paral- 
lelo il numero f per quanto possa essere piccolo o essere pros- 
simo a j: non si accosterà a zero o a tc più di un certo 
numero positivo e|, e quindi in questa porzione Xn + X„+| 
convergerà a zero in ugual grado; talché è forza concludere 

che anche V integrale / ( X^+Xh+i ) dQ converge a zero al 

crescere indefinito di ti. Similmente se, essendovi V integrale 

/ (Xn+XM+,)d9, si ha 9=iic — 9', escludendo con un piccolo 

intorno sul parallelo 9 il punto M'^ diametralmente opposto 
ad M', si trova al modo stesso che V integrale medesimo tende 
anch' esso a zero; dunque si può ora evidentemente asserire che 
quando t è diverso da zero la somma (109) al crescere indefinito 

di n converge verso il limite ^ se t è positivo e verso il li- 
mite — Q~ se ^ è negativo, e converge anche in ugual grado 

verso questi limiti per tutti i valori di t che cadono in inter- 
Talli tali che il punto ^='a-\-t non venga mai a coincidere coi 
punti a e —a. 

Aggiungendo dunque Posservazione che^ se a=l si riscontra 
subito che la somma della serie (109) per t diverso da zero e 
negativo è uguale a — 1, e se a= — l la stessa somma per t di- 
yerso da zero e positivo è uguale ad uno, e ricordando quanto si 
disse nei §§. 53, 59, 72 e 73 si ottiene ora il teorema noto seguen- 
te: 9 8e/(ap) è una funzione sempre finita e atta all' integrazione 
, fra — 1 e 1, e è tale che scomposto se occorre questo inter- 
, vallo in un numero finito di parti viene a soddisfare in eia- 
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„ scuna di queste parti a una almeno delle condizioni a), 6), e) 
9 del §. 72, allora essa sarà sviluppabile secondo la serie 

00 

, 2 ^ ^» con 







.^^■fk 



„ per tutti i punti x nei quali essa non presenta discontinuità 

9 di seconda specie, purché negli intomi a destra e n^li intomi 

, a sinistra di questi punti x e dei punti simmetrici — x la 

9 funzione f(x) soddisfi alle condizioni a) o b) del §• 72 o 

^ air altra del §. 73 che la somma £ D« delle oscillazioni della 

9 funzione medesima f[x) in intervalli ognor più piccoli presi 

9 negli stessi intorni e senza tener conto del valore nei punti x 

, e — X possa rendersi minore di quel numero che più ci piace 

9 dipendentemente dalla piccolezza degli intorni medesimi; con 

„ questo però che nei punti intemi x di continuità e in quelli 

„ di discontinuità di prima specie la somma della serie sarà 

» ^y — » ® ^®^ punti estremi + 1 e — 1 sarà 

, respettivamente f[l — 0) e f[ — 1+0) ,. 

117. Merita poi di essere notato che per gli attuali svi-^ 
luppi in serie di funzioni X^ si ha : 

9«, a , AJ= i-2 (2» f 1) X, (a) X,(a+0 , 



r. 

e, per essere / X^{x)dx= 

Jp 

noteTole : 



2n+l 



9 
, si ha la forinola 

P 



+l=2X,(a){X«.,(a+0- X^,(a+0-X».,(o)+X^(a) | 
U 

ove nel primo membro deve prendersi il segno + o — 



dente, 
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dochè t è positivo o negativo, e s' intende che a. sia compreso 

fra — 1 e 1 ( gli eatr. esci. ), e ( eia diverso da zero e com- 
preso fra — 1 —a e 1 — i. Per a =■ + 1 la somma delle serie 
del secondo membro è uguale a + 2 , 

Oltre a ciò, coi ragionamenti stesai del paragrafo prece- 



i riscontra che l' integrale / ^C^ , « , /'„)<?( e così anche 

la soraraa dei primi n-\-\ termini dell' ultima serie, considerate 
come funzioni di a e di (, e pei valori di ( discosti da zero più 
di e, e compresi fra — 1 — ce e 1 — a (e e e, diversi da zero 
e positivi ma arbitrariamente piccoli ) convergono in ngual 
grado verso i loro limiti respettivi per tutti i valori di a fra 
— l-f-sel — e; e per a compreso fra — 1 e — 1 + s o fra 
1 — s e 1 lo stesso integrale e cosi la somma di un numero 
qualunque di termini della serie restano sempre numericamente 
inferiori a un numero finito . 

118. Come ultima applicazione dei metodi generali che 
abbiamo dati, voglio ora dimostrare che per le funzioni /^J^) date 
arbitrariamente Era e 2K si ba anche lo sviluppo seguente: 



(110) rt«)= 



e(«+U 



:f'e(a)«'(X.Xl-C.n'X,)/o 



,x^>^ 






■<fa, 



ove le quantità X| , X^ , . . . X„ , . . sono le radici della equazione 
H'(?^0 che si trovano sull' asse delle y, e Xg è la radice K 
della stessa equazione, essendo H(z) e Hfz) te note funzioni di 

. . c^ .... 

Jacobi, e essendo C=t-=ì7 / A^sn'id^, e t,i,K,K' le notis- 



I 1 c^ 



sime quantità che s' incontrano nella teorica delle funzioni 
ellittiche (*). 



O Quando ebbi il placare di pastarn alcuni giorni col ilg. Uitlag-Laflisi nel 
Icmpn ìd cui Egli tu a Pisa (Aprile ISSO), seppi da Ini che la fonna (ltO| dello 
(rilDppo di / (a) en stata data dal aig. SeimiU Delle «uè leiioni sulla fnnijoni 
ellittiche. Il alg. Ultlagr-Loffler mi «ununic/i EentilmeDte aacbe alcune >db note so 
igiielle leiioni , mn in r)ue1le note ho trovato enltant« la fnrnia dello sviluppo, scnia 
IrarMTi iiuk dinioatrai Louo della poaalbililà dello BTlluppo uedenimo. 
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Incominciamo perciò dal ricordare che da formole note 
si ha : 



H{z) 



snz=TT7= 



y/kS{z) ' 



H'(g) - 



K 8n*2f sn*^ ' 



e quindi sarà: 



H" (X J _ l-Csn'X. , H(X,) H'(X,) 

di modo che lo sviluppo precedente può anche scrìversi: 

("') -irS 9MH(C)HW o""-W'^' 

e se si osserva che „^,> > • è il residuo Cn della funzio- 

ne *K2) = o^^^ ^®^ punto d'infinito af=X«, questo sviluppo si 
ridurrà anche alP altro : 

Coi processi dunque dei §§. 57 e seg., per decidere se ^ 
in quali casi questo sviluppo è applicabile a f{x)^ si prende 
a esaminare la serie: 






insieme alla somma: 



< 
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dei suoi primi n termini e alla derivata rispetto a ^ di questa 
somma per tutti i valori di t fra —a e 2 E — a, essendo a com- 
preso fra e 2 E; e pel nostro scopo basterà vedere se per 
queste quantità sono o nò soddisfatte le solite condizioni 
generali che si avevano nel §. 57. per le espressioni (6) e (5) 
e per la derivata della (5), con più la condizione che la quan- 
tità allora indicata con 6 venga ora ad essere uguale ad ^ • 

E quando queste condizioni si trovino soddisfatte , la derivata 
rispetto a t della espressione (114) figurerà come la solita fun- 
zione (f{t^a^hn) relativa agli attuali sviluppi, ec. 

119. Seguendo ora i metodi dei §§. 64. e seg.. si prenderà 
a studiare la funzione: 



(115) «(«) = — r;a73nv::rijr7r^J ~(è^i^^~^ 



kk' 9(a4-g) / ' 9(«+^-g ) 

7cQ(a)HWH'(^)Jo e(a+0 



che è monodroma e continua in tutto il piano, e ad essa si 
applicherà Tintegrazione lungo un contorno rettangolare Gm coi 
lati paralleli all' asse delle y condotti pei punti a? = E -|- e » 
x = — E -[- e dell' asse delle x , e cogli altri due lati condotti 
pei punti y=(2n-fl)E',y=—(2n-(-l)E' delibasse delle |/, es- 
sendo 6 compreso fra e E ( e E esci. ). 

Così lo studio della somma (114) si ridurrà a quello della 
differenza equivalente: 

(116) ^.f6iz)dz-l^r. 

essendo Yr i residui corrispondenti ai puuti d' infinito di 9{z) 
che cadono entro C» e che sono distinti dai punti X^, e lo 
studio della serie (113) si ridurrà a quello del limite per n=oo 
di questa differenza; di modo che per essa dovranno essere 
soddisfatte le condizioni stesse che si avevano nel §. 68. per 
la espressione (40). 

trr io 
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Ora, si dimostra che le radici reali di H'(^) = sono 
soltanto nei ponti £t={2n-\--l)K^ e quelle complesse non pos- 
sono essere che sulle verticali condotte pei punti 2r«=2|)E 
( p intero ); dunque, entro Gm la funzione S-Xz) non si annulla 
altro che nei punti X», e in conseguenza le > si riducono ai 
residui di Q{z) corrispondenti ai punti d' infinito che proven- 
gono dair annullarsi di H{z) . 

In questi punti si ha z=2 r i K\r^=0 , ± 1 , ± 2 , . • . ± n), 

e il residuo corrispondente di =-r-^ è trvo -ir'\ > quindi sarà 

Jcl (Z) il ( JrtJi. ) 

evidentemente : 

_ kk' 9(a+2WK^) .r^ 9(a+<-2WK0 
^'~' n e(a) H'^2 r i K') Jq ©(a-f-O 

e osservando che da formolo note si ha: 

9 

e(«+2r»K')=(— l)''e(«)e 
( 1 17 ; <j H(*+2r,K') =(-l)'H(*) e *" 

flit K 

H'(;?+2nK')=(- 1)' { E\z) --^E{z)\ 9 

si vede subito che sarà : 

rijct 

e dt; 




kk' f 



e poiché, ricavando H'(^) dalla formola H(2)= yjk 6(^) sn #, • 
poi facendo 2=0 si trova H'(0) = V&e(0) = y ^A*.? 



per- 
le *" 



cbè 0(0) =\/ , sarà anche: 



^'~ 2kJo 



riict 

t "K" 
e di^ 



e m conseguenza si avrà: 



= - - -riG+l-T)^- -2^ I ^:4-'^'- 




*8en(2«+l)g 



2K 



> anche, ponendo^ = €; 



ic^Q senS 
d.i modo che la differenza (116) sì ridurrà a: 

^tcìJq % jQ sen g 

Ora nel primo termine gli integrali estesi ai lati paralleli 
^y* asse delle y si distruggono identicamente, perchè nella in- 
tegrazione questi lati sono percorsi in senso opposto , e nei 
punti di essi che si trovano alla stessa distanza dalP asse delle 

^ i valori di 0(a) sono uguali ; dunque V integrale / 9{z) d z 

si riduce ai due integrali estesi ai lati orizzontali sui quali 
#«aa? ±(2n4-l)iK\ e a? va da — K+e a K+e, o anche se 
vuoisi da — K a K. 

Ma su questi lati si ha: 

A-y S{ai+ x±t K'±2niK') P 9(a+<-a:TiK^T2nèK ) 

^^^^ 3te(a) H(x±/K'±2niK')H'(^±»K.'±2 hìK'Jq S{fx-\-t) 



o anche, a causa delle (117): 



(119) !,(^)^■ 






«(a-fx+fT) 






Jn «(« 



»Tfr> 



dunque questi valori di 0(i) restano sempre fitiiti iusiiMne iIIb 
loro derivate rispetto a (, e at crescere indefinito di it tei 
a zero e vi tendono in ugual grado per tutti i valori di z, a 

anche per tutti i valori di t; dimodoché l' integrale / S{i)Ì!, 

e la sua derivata rapporto a t aono sempre finiti , e ti m* 
scere indefinito di 'i tendono a zero per ogni valore finita di 
a e di /, e vi tendono anche in ugnai grado. 

Per questo, e perchè l'ultimo termine della esp^es 
(118) è l'integrale che figura negli sviluppi di Fourier, le 
verificazioni da farsi sulle espressioni precedenti vengono rioon- 
dotte a quelle che 8Ì fecero pel caso di questi ultimi sviìnppi; 
dunque si può ora aenz' altro affermare che, presa comeft 
zione f(t,'i,h.,) la derivata della somma (114) o della «spn 
sione (118), sono soddisfatte per essa tutte le condiiioni che 
si hanno per la funzione corrispondente agli sviluppi di 
Fourier, tranne tutt'al pìil quella relativa all'essere eemp» 
crescenti o sempre decrescenti i valori massimi o minimi cW- 

/■' 

l'integrale / (f((,a,A^)<if; e si può quindi in particolar* coa- 

-'o 

eludere che: „Be X, ,}vj ,..,Xh ,. . sono le radici della equuioV 
, H(:)=0 che si trovano sull'asse delle i/, e X,, è 1» mdioe 1 
, della stet^sa equazione , una funzione f{x) data arbìtnxni 
, mente fra e 2 K può rappresentarsi analiticamente KS)^^ 
, la serie: 






2K 



M 



«(X) 
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, e questi sviluppi varranno pei punti a fra e 2K pei quali f{x) 
„ è finita e soddisfa a una almeno delle condizioni 1/ 2/ 3/ 
« e 4/ del teorema della pag. 266; con questo però che pei punti 
« a delle discontinuità ordinarie nelV intemo delP intervallo la 

, sonmia della sene sarà al solito ' — ^9^ ' ® P®^ 

9 punti estremi (quando ad essi lo sviluppo è applicabile) la 

9 stessa somma sarà la solita media — ^ , come 

9 nel caso degli sviluppi di Fourier. 

E poi da notare che, come nel caso degli sviluppi di 
Fourier, le indicate condizioni, invece di verificarsi per f{x) 
neir intorno del punto a che si avrà da considerare , basterà 
che si verifichino per la funzione di t A*"f~0 + /^(* — ^^1- 
V intorno del punto f =0; e per questo le indicate condizioni 
potranno anche trasformarsi in al ti e, come si fece nel caso 
degli sviluppi di Fourier ec. 

120. Aggiungiamo che avuto riguardo ai valori (119) che 
ha b{z) sui lati orizzontali di Cn, si vede subito che per gli 
attuali sviluppi la funzione corrispondente 9.( ^ « ^ i ^n ) P^^ 
porsi sotto la forma: 

nmt 

^'"e(a-t-x+éK')e(a+<-a?— iK')e ^ 



C^«,Ah)= ''*' 



23r^'e(a)e(a+0 



e(a+r— iK')e(a-f /— x-f i K') e 



H(a:+jK')|H'(.^+*'K')~Hla:+iK') 
ni7:t 



W^'^TT/ -T^f^} 



n(a:— iK')H'(x-— /K')+^H(.r - iK')j J sen 



^ 8en(2n+l)2^ 
''''■"2R Vi 



2K 
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e il primo termine potrebbe anche traaformarai giacché, astrazion 
fatta dai fattori esponenziali che vi figurano, esso è una fun- 
zione simmetrica di f e di a che è doppiamente periodica coi 
periodi 2K e 2iK', e di essa se ne trova facilmente la esplo- 
sione per fnnzìoni sn. 

Un altra forma della attuale funzione tf(t,a,ka) ai ottiene 
prendendo la derivata rispetto a t della espressione (lU],e 
si ha cosi: 

,,, , j, «•» 8(a+l,)»(f>-!±i).J_ 

,(.,.,»., ^ |.H(i,)H"(X.i9(.)e(a-|-()' 

121. Oltre a ciò per qnanto si è dimostrato sulla serìe(113) 
e sulla e«pressione (118), si può anche asserire che per a cm- 
preso fra e 2 K e per t diverso d& zero e compreso tra 
— a e 2K — a ( — a e 2K — a esci, quando a=2K o a=0) « 
ha la formola notevole; 

ove nel primo membro deve prendersi Ìl segno sajKriim o 
r inferiore secondocbè ( è positivo o negativo. ' 

Se poi 0=0 e t=2K, o se o=2K e ( = — 2K «lIof»il 
primo membro di questa formola devo cambiarsi in ± 1, <>■ 
modo che si ha la relazione notevole: 

. ■Je(0)H(x,)H-A,)Jo «W 

la quale, osservando che 0(0) = y , e che come teiw- 



li p»ù ridurre all' altra più semplice : 
,__.n° B(X . l 

lega fra loro l« radici Xy, X, i ^ i ■ • < ^<. i • • • 
In qneste formole poi a H(X„) H'(X„) potrebbe sostituirsi 
h eapressione equivalente — /' H*(X„) (1 -C so*X«) , e alle fuii- 



. ft(tt+X,)e^+f-X,) «(X.) S{t-\.) 



potrebbero soatì- 



[nirei le espressioni corrispondenti per funzioni sn . 

122. Aggiungiamo clie oltre allo sviltippo (120) o (121) 

di /t«) ordinato per funzioni — ,t — -^ , si ha anche il se- 
" ' ' H(a) 

gaente : 



(122) f\^)- 



l'k-\ 



H(a+>.;) 



l'e(a:)e(x'„)e'(X'H)__ 



/'2K 

f A*) 



H(x— X',) 



dx 



, che Tale negli atessi casi finché et è compreso fra e 2 K 

■ ( e 2 K eacl.), ed è ordinato per funzioni — ^, . " , ove 

^ »(a) 

>.'o e X', sono le radici e K della equazione H' (j) = e 
*-'ii^'8i' • '^'n 1 • ■ ^'^"° '^ radici puramente iramaginarie di 
questa equazione. Invece pei punti estremi «=0 e a^=2 K, 
quando queati punti nono da considerarsi , questo sviluppo 

di. ,e,p.tti.a,.e.,te ^'+°'^f'<-'" e «l'i:^)-'!»). . 

La dimostrazione della possibiiilà di questo nuovo sviluppo 
ik con un processo del tutto simile a quello tenuto nel 
119 per la dimostrazione relativa allo sviluppo (121); e noi 
lindi l'accenneremo soltanto brevemente. 



Si osserverà perciò che, siccome ^ 
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ne O(^) data dalla (115) gioverà prendere la funzione analoga: 

e a questa si applicherà V integrazione lungo un contorno 
rettangolare Cn che sarà formato come quello del §, 119, colla 
sola differenza che i lati del rettangolo paralleli all'asse delle or 
si condurranno pei punti y=2 n K' , y = — w t K' dell' asse 
delle y invece che pei punti y=(2n+l)K', y= — (2n4-i)K'. 
Con ciò si avrà da studiare la differenza 

n — "• / ^{^)à2 — Syt analoga alle (116); e siccome entro C^^, 
2^VC« 

la s{z) non si annulla altro che nei punti Xq , X^ , X^ , . . , le 7» 
verranno ora ad essere i residui di O(^) corrispondenti ai punt~ ^ 
2=± (2 r-(-l) »K' (r=0 , 1 , 2 , . . , n — 1 ) nei quali 9(^) di- 
viene infinita per V annullarsi di O(^) . 

Ora , poiché in questi punti il residuo di ^— •► 

1 . . 



' V 1 



e(±(2r+l)iK') 



81 avrà: 



_ kk' H(«+(2r+l)tK') /'^ H(a-f<— (2r+l) » K') 
^' K e(a) e'*[2 r+1) i K'] Jq «(a+t) ' ' 

ovvero, per le (117): 

ritd 

kk' H( a+>K') ['^ H(a+<-iK') "K" 

talché j essendo : 

1 ìkz 

1 ITtZ 

H(z-{-iK')=iq * e 2K^(^) 

H'(/K') = i5 'K{0) = iq 'y/2^'K, 
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K 
con q = e , sarà : 



1 /-^(^r+l)»!^ 




e quindi, ponendo -^ ^^S si troverà: 



V^, = -- / [cose-I- coa3£+.. + cos (2 «—l)$]d4, 



•e 

'0 
da cui , osservando che : 



co8(2r+ 1)4== 2 +2 cosr4-L+2cos2rS j= 



\ ««°(4«+l"2 sen(2n-fl)$ 



2 
si deduce che : 



„ 4 2senS 

28enx- 






Iti 

con 2| = J77 ; e quindi questa somma S Yr è ridotta a inte- 
grali di Fourier, e il suo limite per n=oo , quando t non è zero 
ed è fra — 2 K e 2 K ( ±2 K esci. ) è appunto uguale a T o 

secondochè t è positivo o negativo. 

Osservando poi che coi processi stessi del §. 119. si dimostra 



che r integrale ^ — : 1 0(e) d jr ha per limite zero per n=oo , 

si conclude ora come volevamo che lo sviluppo (122) è possi- 
bile in quei casi stessi in cui lo è lo sviluppo (120) finché a 
è fra e 2 K (0 e 2 K esci). Se poi a=0 o a=2 K, allora dai 



Talorì dì £ 7r e di £ e di £, ai vede Bubito che lo stesso svilup* 
p^> (I22i quando è applicabile ha reapettÌTtimente per somtuft 
f(+0)-f {2K-0) ^2K-0)-rt+0) 
~ —~ e ■■ ' ■—- — -, e cosi il teorema enan- 

ciato aopra resta completameute dimostrato. 

E s'intende che, come per gli sviluppi particolari già con- 
siderati non si esclude neppure ora che fra e 2 K la f{x) 
divenga infinita in un gruppo finito o infinito di punti di prima 
specie, parche resti atta alla integrazione anche ridotta ai 
valori assoluti §. 41. ec. 

123. È poi da notare che per lo iriluppo (122) ri ha: 

,. . . _f± % H(a+V.)H(a+f-X -.> 

e per X compreso fra e 2 K e t diverso da zero e compreso 
fra — 01 e 2 K — « ( — a e 2 K — a esci, quando «=2K o a=30) 



1 ^M;a H(«+x-.i r' H(.+<-v.) 
=^2 s-jewecx'jexr.ìjo »(.+«) "'• 

ove nel primo membro deve prendersi il segno mper'ore o 
l' inferiore secondochè t è positivo o n^atìvo . • 

Se poi a=0 e (=2 K, o a=2 K e t=—2 K, aDon a cansa 
del valore di I^r, Qf^l primo membro di questa formola biso- 
gna porre Io zero, e si ha quindi la relazione noieTole : 

" H(x'.) /'^"Hd-xy, 

che lega fra loro le radici X'g , X't , . . , X', , . , . 

124. Prima di dare qualche applicazione degli nitìnit 
sviluppi, dimostriamo due formole che serrono al calcolo d« 




coefficienti degli svilnppi medesimi in cnai abbastanza no- 
tevoli . 

Si supponga perciò che f[z) e /",(?) siano funzioni mono- 
drome e continue della variabile complessa ^ doppiamente 
periodiche, o almeno tali che per esse si abbia: 

/■,(H2K)--A(»),/',(^+2.'K')-p,/',W, 



l'Con p e Pf costanti (*); 
divengano infinite suirase 



e ammettendo che f[z) e f,(2) non 
i delle T, si cerchi di calcolare gli 



inUgrali / f{. 






2K 



r 



H(-r-X) 



d X estesi alla 



porzione (0 , 2 K) dello stesso asse, nell'ipotesi che X e (i. siano 
quantità costanti, la seconda delle quali è reale o almeno non 
ha la sua parte immaginaria uguale a un multiplo disparì di iK', 

Per questo si osservi che le funziom f{^)i7} " y 

fti'),'^ , "■ meno che non siano costanti, dovranno dive- 

Dire infinite in uno o piCi punti (in numero finito) nel ret- 
tangolo ( 2 K , 2 t K) ; e se indichiamo con ai , a, , . . , a„ i 
residui delle atesse funzioni pei punti d' infinito che cadono 
tull'intemo di quel rettangolo, e con &,, &| ,,.,&„< quelli 
corrispondenti ai punti d'iniinitn che cadessero sul lato che ò 
sull'asse delle y, si avranno le formole seguenti: 



è/' 



«2-X) 



/',W, 






i(j — Vo, + V J,, 



e^^- 



T 1 



Il lArlii'otaii (uDlioni i1ap|iÌK 
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nelle quali s'intende che Pintegrazioni siano estese al contomo 
del rettangolo suindicato (2K,2iK') o a quello di un altro 
rettangolo che si ottiene da questo spostandolo tanto poco quanto 
si vuole nel senso delPasse delle x^ onde far sì che sul contomo 
non cadano punti d* infinito della funzione . 

Ma negli integrali dei primi membri, le parti estesa ai 
lati verticali si distruggono identicamente perchè nei punti di 
questi lati che si trovano su una parallela air asse delle x i 
valori delle funzioni da integrarsi sono uguali, e i Iati atessi 
sono percorsi in senso opposto; dunque le formolo precedenti 
conducono subito alle altre: 

e queste, per essere: 

ìj:(X-ji) 

ìk(X — ji) 

ci danno le seguenti: 
i;r(X — [i) 

i Jc C^ — v) 



.MM^^-ikiJùmA 
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i:r(X — [i) t:r(X — [i) 

K K 

le quali, quando non sia ^ e =1, o pi e =1, 

ci conducono subito alle altre notevoli: 



L 



l-pe ^ 
(123)' 

che sono appunto quelle che volevamo trovare. 

f7C(X — pi) t7U(X — |i) 

Se poi fòsse p e =1, o jp^ e ^ =1, allora 

colle regole note invece di queste formole si hanno di qui 
le altre: 



/ 

KO 

'/ 






(*) In generale se to (s) ò una fanzlone di b monodroma continua e periodica 
per la qoale si ha: 

W3 (• +2 K) = «3 (a), to(« + 2»K') = fi IO (•), 

con fi costante diversa da ono. e suir asse delle quantità reali qaesta fanzione ò sem- 
pre finita, si avrà la formola: 



/»2K q„j (n^ "»' \ 



essendo »> « òy Ì residoi di te (•) corrispondenti ai ponti d'infinito che cadono 
respettirameuto neir interno del rettangolo (2K , S « K') e sai lato s =3 di questo 
rettangolo. 



125. In particolare dunque supponendo [1=0, e ammetten- 
do dapprima che/l[^) o /",(?) divengano infinite del prim' ordine 
coi reaidui a, , O] , , , , Gin soltanto nei punti ^i . ^ , ■ ■ , 3» in- 
terni si rettangolo (2K,2iK'), basta osservare cUe ^t-n diviene 

infinita per 2=i K' col residuo yr.-rr- 



V 2l;k'K e 



g^e , per dedurne subito, che se non èpe ^ 1 , o 

ìk\ 

p^e =1, colle attuati ipotesi rispetto a /(«) o /■,(?} si 
hanno le formole : 



r2ì 



.,s(?:=^ 



^J|".l£?--M-^«.-m«., 



(125) 



'£ 



«-"IS"- 



1 — ^e 
2 ZI 



^xi?«-n|to^-''V,^/-.(.-«ìHC*- 



1— Pi ( 



che per essere : 



E M is{i] oontlene on lUn T&ri&bila 1 , rìspatto «11* qunls i puro monodraiiw 
e cODtlDn> «C-I e pec un Tilore parUooUra X} d' qneata variabile «i bk p^=l, kllois 






gli apid iDdluado la derJTBta presa rispetta a ) per ì = Xg. 

Qiiost» osiarTHzioni potrebbero utilii»ni a.a-±e per troTare nuoii «liruppi, 
poicbè per mie, paila la turma dello sviluppa, bÌ pasBOnn detarmiiiarB ì coef fi riputi, 
per fare dopo In relative vurlflcaiioni coli' applicare ■ metodi geDerali cbe qui »b- 
biamo dati. 
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ovvero 

^0 2K Vo 2K k(l-q) 



' co8~siixda: = 0, / sen - snidar = .i-^ì^. 
^'^ ^n 2K *(1— <f 



1 26. Sapponendo invece che f\z) o f^{s) divengano infinite 
per 2=:iK' e non lo divengano in nessun altro punto nell' in- 
terno del solito rettangolo né sul lato x=0 ^ e non sia 
ink iick 

"k" "k" 

p e =1 , p, e =1, si avranno le formole seguenti : 



r-^ Mx—k). 2nib pK E{x^\) ^ 



fsX' 



1— p e 1 — Pi ^ 

essendo b eb» ì residui delle funzioni \.,\ -. /*.(^)— s — T" 

* 0(2) ' "^ ' %^2) 

per 2=t K' ; e di qui in particolare prendendo per es. 

si hanno altre formole notevolissime nelle quali 6 e 6| possono 
deteiminarsi colle formole del §. 62. E s' intende al solito che 

iffX ìtcX 

se sarà p e =1, op^ e =l,ai quozienti dei corrispondenti 
secondi membri basterà sostituire i quozienti delle derivate 
prese rispetto a X. 

127. Trovate ora queste formole, si vede subito che 
cambiandovi X in Xq , X^ , X^ . . . . X^ , . . o in X'q 1 X\ , X', , . . si 
ottengono i coefficienti degli sviluppi (121) o (122) corrispon- 
denti alle attuali funzioni /((.r), o f^{x\ e questi sviluppi val- 
gono evidentemente per tutti i valori reali di x; talché si può 
ora affermare che: 
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1."* 9 Qaando è data nna fanzione periodica e finita f{a) 
9 della variabile reale x col periodo 2E, se si troverà oht« 
, questa funzione considerata anche pei valori complessi di z 
y è monodroma e continua e doppiamente periodica coi perio- 
, di 2 K e 2 i K\ o almeno è tale che per essa si abbia : 

f{z-\-2 K) = m, A«+2 »• K') = p f{z) 

j, con p costante , allora indicando con Xq , X^ , X^ . . . le solito 
, radici della equazione HX-?) = 0, e con a.^,„ e by^^ i residui 

, della funzione f(z) — ^ corrispondenti ai punti d' infinito 

9 che cadono respettivameute nelP interno del rettangolo 
, (2 K , 2 f' K') e sul lato x:=0 di questo rettangolo, si avrà 
, la formola seguente: 

m m' 

co e (T+x j f ^t 

f{x)=2ik 2 e(a;MX,Xl-C8n%) i^ i 

1-pe 



/a. 



V»H 



o : 
(131) ^ m m' 

1—/; e 
^ che varrà per tatti i valori reali di x , sapposto lien int^o 

K 

9 che se per alcune radici /^ si avesse ;>e »> 1, allora n^l 

m m 

^ termine corrispondente, al qaozìenbe -i . }At^f^ 



30? 

gaerebbe sostitaire il quoziente delle derivate rÌ8[)etto a X, 

m m 



;, cioè -.-r- \y.a\,n\-y.V 



VIM 



9 2.'* Quando è data una funzione periodica e finita /'i(j') 
, della variabile reale x^ se si troverà che questa funzione 
9 considerata anche pei valori complessi di 2r è nionodroma 
, e continua e tale che si abbia: 

az^2}L) = -az) , /•,(2+2,'K')=;>,/;(^), 

, con p^ costante, allora indicando con \\ , X'| , X'j , . . , X ^ ,*• 
, le solite radici della equazione 0'(^)=O, e con a.^,„, e 6.^,, 

, i residui della funzione f^{z) — ^ corrispondenti ai 

, punti dMnfinito di questa funzione che cadono rispeKiva- 
, mente nelP interno del rettangolo ( 2 K , 2 t E') e sul Iato 
^ a;=0, si avrà la formola seguente : 



9 

m m 

CX) 



(m f,(.)_2.M'|g;;^^;X^^ 



if in 

H(.r+/.'J r f 



> f 



) izX 



1 K 

V che varrà per tutti i valori reali di ar, colla solita awer- 

K 

9 tenza per quei termini pei quali fosse /), e =1. 

128. E nel caso particolare in cui f{z) o f^{^) non di- 
vengano infinite sul contorno del nostro rettangolo, ma lo 
divengano soltanto nell' interno e del prim' ordine nei punti 
Pn Pa 1 • • Pm coi residui aj , a^ , . . a«, , allora per tutti i valori 
reali di x si avranno le formole seguenti : 
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(133) /^.r)_ '''*A^e(a:)H(X,)H'(XO ijdn(^"' H(?v) 

, K 

1 — p e 



titX„ 



/ 2K 

-Vd!^« A'K')H(X„) 






1— p, e 



»it).' 






V^w-K •'"«"=■'«<'■"'!• 



la prima delle quali per /(.i?)=l dà luogo all' altra notevo- 
lissima: 

»(x) » V "K" t* H'(X„) mXj. ' 

1 — e 
ovvero : 

(135) «(-) = V^^— —^ 

H (Xwjsen 



2K 



che dà uno sviluppo particolare di S{x) che vale per tutti i 
valori reali di x. 



nix 



2K 

Similmente la (134) per /'i(^)= e*" ci dà la seguente: 
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(,36) ew— v/fe '"i 5<^?! 



'\ t 



« (À^)sen 2^^ 

che dà un nuovo sviluppo di %{x) per tutti i valori reali di x. 
129. Invece se f{i) o f^(z\ divengono infinite per2r=iK' 
senza divenirlo in altri punti né dell'interno né del lato j*=^0 
del solito rettangolo (2K , 2*K'), allora per la corrispondente 
f[x)of^{x) si avranno gli sviluppi seguenti: 

?. e(x+x„) 



Ax) = -2ti*':Se(:^(x,)H()w) 



(137) ^ ^ 



K^ 



1— p, e 

essendo b^ e b'n i residui di f{z) " e /'i(^)"~^7"v * 

per j=3tK', e colFavvertenza fatta sopra pel caso in cui sia 
i irX» 1 IT X' 



„ »» 



K , K , 

pe =1, opiC =1. 

E da notare che cambiando in tutte queste formole 
f{x) e f^{x) in ^Y .\ ® Lr ~\^ ^^ P^^ ^^^^ sparire il diviso- 
re Bix) che figura nei varii termini delle nostre serie, le quali 
vengono così ordinate per funzioni B(x-|--X^), e H(x-f-À'„). 

Queste formole poi, con prendere fi^)=-i.r-^ i /I'2')=sn* z , 

f[z) = dn.,A^)= ^'^^(^-^^ , . . , o f,{z)= ^-^^^Yf^^ , /•,W=snr, 

H'(:— a) 
/'iC- ) = cu e , /'j(c) =» — - , . . . , con \L costante , danno 



305 

nuovi sviluppi notevoli di S{x — [jl) , su* iC , dn a? , 0'(a: — (t) , . . 
H(ar — |j.) , sn a: , cn a; , Tì'{x — [jl) ,. . . , per tutti i valori reali 
di X ec; e questi sviluppi, che risultano così come applica- 
zioni dei teoremi che precedono, possono riguardarsi come altret- 
tante formole della teorica delle funzioni ellittiche (*). 

130. Non faremo altre applicazioni dei processi generali 
che abbiamo dati in questo capitolo, perocché quelle che ab- 
biamo fatto ci sembrano sufficienti a mostrare V utilità dei 
processi medesimi, e il modo di valersene. 

Faremo invece alcune altre considerazioni generali inco- 
minciando dall' osservare che trovato uno sviluppo di una fun- 
zione f{x) coi processi qui indicati, se ne potranno avere infiniti 
altri simili cambiando la funzione 9(^,a,A^) che vi figura in 
un altra (|.(^, a) 9( ^ ,a , A„), essendo ^{t , a) una funzione che per 
^=0 si riduca all' unità qualunque sia a, e che, oltre esser 
finita pei varii valori che si considerano di ^ e di a , goda della 
proprietà che riguardata come funzione di t sia atta alla inte- 
grazione per ogni valore speciale di a, e soddisfi a una delle 
condizioni che si richiedono per potere assicurare che con t 
diverso da zero e comunque piccolo si ha : 



lim / ^(t^oL 



/ rt 



come ad es. questa funzione *^t^a) considerata come funzione 
di /, per ogni valore speciale di a, non venga ad avere nell'in- 
torno di ^=0 altro che un numero finito di massimi e di 
mìnimi. 

Kra già stampato il foglio precedente quando ho ricevuto una lettera gen- 
tilissima del Sig. Hermite nella quale mi annunzia che Egli aveva trovato la forma 
dei^li sviluppi precedenti, ma senza avere una dimostrazione rigorosa della loro pos- 
sibilità. Poro anche V avere trovato soltanto la detta forma (che come già ho detto 
Della nota alla pag. 283 a me fu fatta conoscere pel caso dello sviluppo (110) dal 
sig*. Mittag-l^fflerj costituisce un passo importantissimo nella teoria degli attuali svi- 
luppi. Aggiungerò che nella lettera qui indicata, che io mi riservo di comunicare alla 
Di inazione degli Annali di matematica di Milano per la sua pubblicazione, il Sig. Her- 
iDite giun^^e Ei;lì pure per altra via a formole analoghe a quelle cho io ho dato nei 
parai^rafì procedenti, e ottiene altri risultati notevolissimi. 
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Supposto infatti che ^^,a) soddisfi a queste condizioni, 
si vede subito (§. 39) che se lo sviluppo (1) del §. 53 è 
applicabile alla funzione /'(J?) nel punto a, le sarà pure 
applicabile T altro sviluppo: 



2Q 

00 rh 



1 r^ 



1 "" r 
+2(4 S I A^)'K^— «'«) { ?(''—«.«. *") -9(^ -«.». *-h) { ''^ ; 

1 ♦'a 

e così pure se a f{x) nel punto a sarà applicabile Io sviluppo 
(3) del §. 56 cioè: 






ove le Pn,! sono quantità costanti determinate dalla forinola : 



MI»- 



•/a 



lo stesso sviluppo sarà applicabile anche quando il f(x~a^rL^hf^ 
si muti in (|>(x — a , a)fp(x — a , a , Aq) , e le quantità P»,», senza 
essere più costanti, vengano invece determinate dalla formola : 



rb 



e più particolarmente ancora, se sarà applicabile a f[x) pel 
punto a lo sviluppo (15) del §. 60 cioè: 



1 
2G 



rb I 00 m 

/ A^)?('^-a,a, hQ)dx-\--~ 2,. 2t ^-" ^* (^'^*' *)' 



j 
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ore: 






e le p„,f sono costanti determinate, lo stesso sviluppo resterà 
applicabile anche qoande sia: 

P.,i=P«,i / A^)F(^)i<^-a,a)H,()s.,a:)dx, 

e il tf{x — a , a , Aq) sia cangiato in i^{x ; a) ^(x — a ^ a , Aq) . 

131. SMntende come questa osservazione possa condurre 
a infiniti sviluppi differenti che, per quanto si disse nel g. 39, 
Talgono negli stessi casi di quello da cui si parte , e possono 
talvolta valere anche in casi più generali. 

Così ad es. partendo dagli sviluppi di Fourier si giunge 
a infiniti alt ti sviluppi della forma : 

1 °° 

2 ^0+2 («hCos na+6„ sen na), 

ove le a^^hn non sono più costanti, e sono date dalle formole: 
a„=— / /"(x) ([.(x— a,a)cosna;rfx, hn=- \ /(a;H(a:— a,a)s;en n a: c?x; 

e così in particolare si giunge agli sviluppi nei quali si ha: 
a«==i lf{x)e^'^''^^''''\osnxdx, 6,=^- T Aa:)e^®''(^"'''WnJ?(ix, 
e a quelli nei quali : 



= - / /rj:)X,(l+j;-«)coa«rfj,i„=- /7(J)X,( 



l\+T-,-finwh, 



ore X^ è una delle note funzioni di Legendre, ec. , . 

132. Aggiungiamo che, se per es. a^b, e ^{A è ao* fun- 
zione che prende i valori a e £ per x=^a^ e J'^&,. e dn fli * ^i 
è finita e continua e non è decrescente , e ammette tua deri- 
vata determinnta e finita e atta alla integrazione fra a, e &,, 
dopo di avere trovato uno sviluppo di una funzione f(x) fn 
a e h, come ad es. lo sviluppo generale (1) del §. 53, cioi: 



(138) 



1 r' 



,a,;,,yx+, 



1 * /"' 



[jr) j y(T— 9,a^„) — 7(x-«,a>, ^ 



cambiandovi a in >Ka) si otterrà una serio che rftpprweotw* 
/t'Ha)] pei soliti valori di a fra a, e fc, poi qii»Ii /l^«)l. 
considerandovi ^x) come variabile, vieni? a soddisfare alla 
solite condizioni ec. E cambiando poi anche x in {('}, e 
/l'K-^)J i" A''^)! si otterrà lo sviluppo seguente: 



1 co ri, 



H'Wt['}W-«').«>). *.!•<* + 



WlfWO— tW,««),*.)-fL'KJ-)-1<«)*«),»«ll' 



che sarà ordinariamente difi'i-reDte dallo sviluppo (1118) dal 
quale siamo partiti, e rappresenterà {{t) nei soliti punti a fra 
o, e bx negli intorni dei quali la funzione f[j:) non fìt okU- 
lazioni, o soddisfa a una delle altre condizioni che si trorarooo 
in generale, notando però che alcune di queste ultime condt- 
2Ìoni verranno ora leggermente modificate , dovendo esse ri- 
portarsi air antica funzione /t^'i'C''^)] i ec; di modo che per «a. 
le condizioni rispetto alla derivata dell'antica funzione f^^t^^. 




:^oo 



verranno ora relative a .., , , e quindi esse resteranno ancora 

relative a f{x) semplicemente, quando fra a, e 6, la 'Wx) 
sia sempre diversa da zero, ec. 

133. Così, in particolare, partendo dagli sviluppi: 

\ fh j 00 m 

2Q / /l^) 'f (-^ —a 1 a » ^*o) ^^ ^ + 2G 2»*2*^*'" ^-'* ^^^ ' 

c7q I fi^) ?(-^ — a 1 a 1 ^o) ^ ^ + 2G 2- 2* ^"" ^' ^^'^ ' *^ ' 
ove si ha respettivamente: 

Ph,. = fAi) Kh,.(^) dx,o P„,. = p,.„ / f{v) ¥{x) H,(Xh , X) dx 

con j9w,« quantità costanti determinate, dietro l'osservazione 
fatta ora se ne dedurranno gli altri sviluppi: 



1 r^i 1 «^ '^^ 



'a, 1 1 

ove si ha respettivamente : 






o : 






X 
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, le costauti priìcoijenti , 



(jnesti 



rilu] 



sente rati no 

134. Più particolarmeate ancora, partendo dalli»', 
di Fourier: 



<»o + 2 t"" **^ " ■^ + *■• ^^ " ^ ^^ 



[x) sen n « 



\ r^ ir* 

o,= - j f{j:) cos n X d X . K = - I A-' 

Oo + y t"» eo8 M ijt (e) -f i» 3eD n tjil j)^ 



ai ottiene l'altro: 
1 



1 r''i 1 pi 

con iii(a[) = — K 1 ^^^i)^^"' ^- talché se ai prende 
^{■e) ^ &m r, osserrando clie colle solite notazioni d( 
nca delle funzioni ellittiche si ha a,^ — 2K, 6,^2K, ij'(.i 
bì giunge al se^^iiente aviUippo: 



a^-\- V [ fl„ cos (rt ani x) -\- 6, aen (n am j; )] 



V_2K 



nxcos(nainx)<tr, b. 



-Uà 



2K 
j')dnJrsen(ll| 
2K 1 



che è lo sviluppo cui mi accenna il aig. Herniite nella 
citata in nota alla pag. aOó; e siccome fra — 2K e 2K 
è sempre diversa da zero, ijiiealK sviluppo vorrà pig 
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punti a fra — 2K e 2K nell'intorno dei quali f[jp) non ft 
oscillazioni, o ha una derivata che resta atta alla integrazione 
anche ridotta ai valori assoluti, ec. 

Nuovi sviluppi 8Ì otterrebbero al modo stesso dagli altri 
sviluppi particolari per funzioni di Bessel, sferiche, e Jacobiane 
che abbiamo date nei paragrafi precedenti. 

135. Oltre a questo osserviamo che in tutti gli sviluppi 
precedenti, gli integrali che figurano nei singoli termini erano 
estesi all' intiero intervallo [a , b) nel quale la funzione f(x) da 
svilupparsi era data, e questo intervallo dipende dalla natura 
dello sviluppo. 

Quando però invece dell' intiero intervallo (« , l<) ae ne 
consideri soltanto una parte (a , b' ) per modo che sia 
o^a'<;ò'<i, allora, sia valendosi degli antichi sviluppi, 
con prendere arbitrariamente la f{x) fra a eb' e prenderla 
nguale a zero nelle poi-zioui rimanenti di (n, b) , sia valendosi 
delle considerazioni gem-rali, si vede subito che st potrauno 
fare dei nuovi sviluppi che differiscano dagli antichi in quanto 
gli integrali che in essi figurano invece Ai a e b abbiano per 
limiti fl' e 6'; e questi nuovi sviluppi varranno ancora, come 
gli antichi, per tutti i valori di x fra a' eb' pei quah saranno 
soddisfatte le solite condizioni; con questa sola differenza che 
nel nuovo estremo a, quando questo punto sia fra quelli da 
considerarsi e sia interno all' autico intervallo («,6), i nuovi 
sviluppi avranno per somma ^ f{a-{-0), e Dell'estremo b', 
se anche questo è interno all'antico intervallo (a , fc) ed è fra 



quelli da considerarsi, es^i avranno per 



f{b'—Oy, ec. 



Cosi per es. negli svìlpppi 
figurano nei coefficienti a„ e 



di Fourier gli integrali che 
bn potranno estendersi fra 



— g e rt ) « allora gli sviluppi corrispondenti varranno soltanto 

nell'intervallo [ — ni^Jìg" integrali che figurano nei coef- 
ficienti degli sviluppi per funzioni P o per funzioni di Bessel I 



potranno estendersi per e?. finOe-ofin- e 1 e aHon 
gli arihippi corràpoiidenti Tarnumo soltanto pei nnoTÌ inter- 
TaDi (o .^ .(\ , 1^. ec. 

13^. Facciamo anche le seguenti osserraadoni generali. 

Notiamo cioè che in tntti i casi da noi conÀdnrati la na- 
scita dei metodi precedenti dipende dalla circostanza che le dif- 
fico!tà inerenti alla ricerca della possibilità di nn dato sriloppo 
Tengono con quei metodi decomposte in due; Pana relatira 
soltanto alla natora dello sfilappoi e V altra relatira alla fon- 
zione da srilapparsi. 

Alla seconda difficoltà, dopo di avere superato la prima, 
si risponde colla applicazione dei teoremi generali del Cap. III.; 
la prima poi Tiene sempre ridotta air esame di una serie che 




deve rappresentare il limite dell'integrale I f (^ , a , AJ di corri- 

.70 

spondente a quello sviluppo , e alF esame della somma Sn dei 
primi n termini di questa serie e della derivata S'n di questa 
somma; e, fondandosi sulla teorica dei residui, Pesame della 
detta serie e delle sooune S^ e S'^ viene ridotto a quello di una 
differenza nella quale figura un integrale esteso a un certo con- 
tomo, ec. 

137. Ora è degno di nota che, mentre nei §§. 64 e seg., 
una tale riduzione T abbiamo fatta introducendo in calcolo la 
funzione tr (z) di cui erano infiniti le quantità X| , X^ , . . . Xn , . . 
potremo sempre però introdurre in calcolo anche altre funzioni; 
poiché, quando per es. si conosca una funzione monodroma e 
continua W(^) che per valori di z presi ad arbitrio a^,a^^„^an^.. 
divenga infinita del prim^ ordine e abbia per residui i termini 

della serie sopra indicata relativa airintegrale / ^(<,a, a.)<2ì, (*), 

n Si dimostra che di tali funzioni W(z) ne esiste sempre na numero 
infinito, quando le distante fra i punti a| , a^ , . . , a^ ^ . • , non scendono mai 
al disotto di una Inngrhezza data xi o anche più generalmente quando in ceni 
porzione finita del piano z non cade che un nuuiern finito drgli stessi punti . 
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allora se C^ è una linea che non passa per alcun punto d^in- 
finito di W (^) e ha nel suo interno i punti a^ ^ «i^ . . i «„ , 
la somma dei primi n termini della stessa serie sarà uguale 

1 r ^^" 

alla differenza ^r—. / W{js:)dz — ^Yn essendo Yr i residui cor- 

rispondenti agli altri punti d' infinito di W(^) che cadessero 
entro Cn; e quindi lo studio di quella serie si ridurrà allo studio 
di questa differenza, ec. . . 

Questa osservazione, che può applicarsi anche al caso 
delle serie più generali dei §§. 57, 58 e 59, potrà talvolta 
riuscire utilissima. 

138. Continuando ora le nostre osservazioni generali 
ricordiamo che nei §§. 53. e seg. noi abbiamo sempre richie- 
sto che la funzione y(.r , a , A„) che si aveva via via da con- 
siderare soddisfacesse alla condizione che per ogni valore diverso 
da zero e positivo ma comunque piccolo di s, e per ogni valore 

di a fra a e 6 (a e & al più esci.) gli integrali / f(j-,a,/i„)<fx, 

I f (*^i «» htt)dx al crescere indefinito di n tendessero ambedue 

verso una stessa quantità finita e diversa da zero 6, indipen- 
dente da 6 e anche da a. 

Ora, quando i limiti per n=oo di questi integrali esistes- 
sero e fossero ancora indipendenti da & ma non avessero tutte 
le altre particolarità ora indicate, .per modo cioè che posto 

re ro 

lim / <p(ir , a, h„)dx=G{a\ lim f (p(a; , a , hn)dx^=G^ (a) , G(a) 

e G| (a) fossero ancora diversi da zero, ma non soddisfacessero 
alle condizioni di essere uguali fra loro e indipendenti da a, 
allora è evidente che considerando invece della serie (1) del 
§. 53 le altre serie: 



OC rb 



.^6 oc rb 

queste pei taIoH dì s firm a e b pei quali sono soddisfatte le solite 
condizioDi del §. 39. ec. (a e b al più esci.) avranno per somme 

respettiTamente G(a)/\»+OH-G|(ay(a-0) e \ {/{a+0)+/(«-0) { ; 

talché la seconda di qnesta serie potrà ancora servire alla 
rappresentazione analitica della funzione data f{x)^ ma la sua 
forma sarà ordinariamente differente da quella che prima si 
aveva. 

Quando poi, senza escludere ora che una delle due fun- 
zioni G(3) e 6|(a) possa anche essere zero, si riscontri che la 
funzione 6\3)-|-6|(9) è finita diversa da zero e atta alla inte- 
grazione fra a e b, allora cambiando nella prima delle serie 

ftx) 
precedenti f(x) in ry ( . /; , y ® valendosi di quanto si disse 

al §. 39, si vede subito che , la serie : 

b 



'""' X^-'-gStìW-'+ìX"'' 



Q,x) + 6;(x) ' 



, pei punti a fra a e b nei quali f{x) e G(j')-f-G,(r) soddisfano 
, alle solite condizioni del §. 39 ec. (*) avrà per somma 

{*) ProprUmeQt«, Tolendo Tiilersl di quanto ti disM nel $. 39, biv>^iierebb« 
ri<hi«d«r« che le indicate condizioni, inrece che per la funzione Gir) -f G,«xi, foiv.ro 

teddttfatte per U soa iorena i^. — , ^ , ! ma coi ragicoamooti del medesinio §. 39 

li irora che qoaodo quelle condizioni sono soddisfatte per una funzione Fci. csm 
lo aono anche per la sua inreraa pei punti negli intorni dei quali tsaa ò dircrva da 
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G(a)A«+0) ^ G^(^) , ^„i„,j ,,,, ,„, 



• G(a+0)+G,(a+0) ' G(a-0)+G,(a-0)' 
« ancora lo sviluppo di f{x) in tutti i punti a nei quali f{x\ 
9 G{x\ e G/^) sono continue, e f{i') e G(-^)4-Gi(-^) soddisfano 
5, alle condizioni ora ricordate del §. 39 ec. ,; e si può notare 
che la serie scritta ora non è altro che una serie più generale 
della (1) del §. 53 che si riduce alla (l) stessa nel caso partico- 
lare di G^ = G = cost; e si ottiene da questa sopprimendo il 
divisore 2G fuori dei segni integrali e cambiando la funzione 

?(x-a,«,W nell'altra "^^Q^y 

Questa serie (140) sarà quella di cui più spesso ci varremo 
negli studii generali che faremo in seguito; e per questo tro- 
viamo utile anche il notare che, per le osservazioni del §. 41, 
il teorema ora enunciato intorno alla serie (140) vale anche 
quando G(.r) + G|(ar) diventi zero in un gruppo di punti finito, 
o infinito ma di prima specie fra a e 6, purché questi punti di 
zero di G(x) + G|(a?) non combinino coi punti d' infinito che 

potrebbe avere la f(x) , e purché la funzione ^, v i /> / ^^^^^ 

atta alla integrazione fra aeb anche ridotta ai valori assoluti. 
Del resto poi se le funzioni Q{x) e G|(.r) saranno ambedue 
finite e diverse da zero e atte alla integrazione fra a e ft, 
allora quand'anche sia G(J7)4-G4(.r)=0, oltre a valersi della 
seconda delle due serie (139), e anche, ove ne sia il caso, della 
serie (140), potremo valerci altresì dell' altra: 

139. Passando dunque al caso particolare delle serie del 

zoro; quindi i lisultati ivi ottenuti pel caso del prodotto di duo funzioni ralgono 
anche pel caso del loro quoziente finché questo è finito, ec. 



§. 58, noi posaiamo notare che, se ai troverà che la somma 
della aerie (7) per ( poaitìva è G{a) , e per t negativo è 
— tjii(n)) e tutte le altre coadizÌDQi aaranno soildiafatte , U 

fflx) z{x^a,oi,l,,)dxi-% J P,nHn„(a)-f P.„,H„,.{a)+..+P-,-.H„,43)| 
-'a 1 

ove: 

P-„=P-.,. /A^)F(x)H...(x)dr, 

considerata pei aoliti punti cu fra n s b avrà per sommi 
oc.) rt«+0) + G,W /(a-0) ; e se G(.r) + 0,M^ per x com- 
preso fra a e 6 non è uguale a zero o Io è soltanto in un gruppo 
di punti di prima specie come si disse sopra, la aerie: 

l//-(')|5|=^}"+Ì I P.„H,„(>)+P.,A,.(«)+-+P.,.H.,.Wf 



(140) 






■'''gw + G,(x) "■■ 



Wdr, 



G(»)A«+o) , G,( .)/;.-o) 



"" f" '°"'°"' G,a+0) + G7.+0) - G(,-0) + g;F=-0| 
nei punti a nei quali /t^;) e G(^)-i-G,(«} soddisfano alle solite 
condizioni del §. SC ec; talché evidentemente ai può ora affer- 
mare che quando, prese date funzioni F(.r) e f{x — a , a , Ao), le 
somme G e ^G, della aerie (7) per f diverso da zero e poaì- 
tivo, e per ( diversi) da zero e negativo vengano indipendenti 
da t ma non anddisfiuo alla condizione di essere diverse da /ero 
e ugnali e di segno contrario e indipendenti da a., allora, se 
esse avranno una discontinuità per ^^=0 (per modo cioè che non 
aìaGi^— Gì), cambiando nella serie 1,9) le funzioni !f(x— «,«,*,) 



J 



e F{x) nelle altre 



f T — a , a 



i»0> , 






"" P" '»">"" nr-:;a:m^-f 



0(.T) -I- S,l,t) G(j)+G,(i)' 
do il divisore 2G fuori dei segni integrali, ai passerà ad un altra 
serie (140) della stessa forma che pei soliti punti a suindicati 
G(a) f(a +0) G|(c.l/-(. ^0) 

3(.+(l) + CI, (=.+0) ^ G(a-O) + G,(a-OV 
e che in conseguenza rappresenterà I^ funzione data /T[j) in 
tutti quelli fra questi punti et nei quali f{x) , G{x) , e GiC^^) 
sono finite e continue. 

140. Fermandosi dunque più epecialmente al caso delle serie 
(139) o (140), ne segue anche pift in particolare, che se 
neir applicare il teorema del §. 64. si troverà che la differenza 
(35) ha per limite per m^qo una funzione /(a,() che ha una 
diacontinuità ordinaria per (=0, ma senza che y.(fii,-|-0) e 
Z(a, — 0) soddisfino alla condizione di essere diversi da zero 
uguali fra loro e di segno contrario , e indipendenti da a , 
allora il teorema stesso verrà subito applicabile quando 
si sopprima il divisore 2G che comparisce nei termini delle 

serie (33) corrispondente, e alle funzioni — , e F('') si loati- 



il 



F(.r) 



tuiscano le altre ^. - , „, -^ — ■ ^ — -— — ^,- T,,=c..t>. 

/.(.r,-|-0)— Z.a;,— 0) /(x,-|-0» — /.(i,— 0) 

che vengano cambiati i coefficienti p^,, , e solo intendendo cba 

nei punti interni a di continuità di /fX e ^^ "''■(^i+'>) e 

Z(.r, — 0), la somma della serie corrispondente sia appunto f{-i:) 

e in quelli delle discontinuità ordinarie sia 

X(a,+Q)/(a4. 0) x(a,-0) /(a-0) 

X(«+0,+0)-X(a+0,-0) y_(a_o;+0)—/(«-0,-0} ' P' 
posto, ben inteso, che ai tratti di punti a pei quali sono sod- 
disfatte le solite condizioni del §. 39, e intendendo che per es. 
X(a+0. +0) sia il limite di %, -j-0) per a:=a+0, ec 

141. E se Beli' applicare i teoremi dei .§§. 68 o 69, si 
troverà che le differenze (40) o (42) non hanno per limite 
— ^ secondochè ( è positivo o negativo, ma, esistendo 



ancora questi limiti e avendo uDn discontinuità per f^O, sodo 
invece uguali a Già) e — 0,(a), allora perchè i teoremi contìnai- 
no ancora a sussistere bast«rà cambiare la funzione f{x — AisAi) 

corrispondente, ponendo », rnrr\ •"'^'^^ ^' f(^) i^W ù>te- 
grati che compariacono al numeratore dei coefHcieDti j„, dellk 
serie che serve a rappresentare la funzione data f{-r)f dimo- 
doché questa serie conserverà ancora lu forma: 

(141) I |5.„ H, (X.,,)+«.„ H.(X.,.)+. . +?,. B.(l„5i)| , 

eweado però ora: 






'^'^swfh?-'^-'^' 



A 



\x)E\(\,x)dx 



e la sua somma pei punti a nei quali flx) e G(j) -f- G|('') 
■oddisfano alle solite condizioni del §. 39, ec. sarà 

e ai ridurrà » /{r) 



G(a+O)+G.{«+0)^G(a-0j+G,(a-0) 
per quei punti a nei quali le funzioni stesse f{x), Q(x) e Cl|(x) 
■ono continue; talché per tutti gli indicati punti a ci pobl 
scrivere : 

O(.-f-0)fa,(a+0)'''+''>+O(.-0)-i-a,(«-0)'''"~°>~ 

=f |?..iHi(l..«)+S.«H,(l,,.) + .. +!^H.((k„.) |, 

ove le 7.,i sono date dalla formolo precedente. 

142. Qui però è da osservare che se dei valori a pet* quali 
questa formola ò applicabile ve ne ba in ogni poruone del* 
l'intervallo {a,b), e se alla serie del secondo membro h 
applicabilt termina a termine ta integrazione definita fra o 1 6 



(il che. come mostreremo in seguito, accada ordinariamente), 
allora cambiando a in * e moltiplicando per F(x) II, (X„ , ar) i 
(Ine membri di questa formo'a e poi formando la serie degli 
integrali fra a e 6, questa aerie rappresenterà l' integrale della 
somma. Ora la serie degli integrali, tenuto conto dei valori 



attuali di o 



, SI riduce a / 



per l'integrale della 



può prende 



•/a 



x)F(x)U.(K.,x)dx, 



^lacchè evidentemente la funzione f{-r) difFeriace dall' altra 



oc; 






A»+0) + 



a(i)+^(ì; «'■-")■ e «'""ii "-cke 



G(x+0)+G,(x+0) "■■''+'''+ G(i-O) +a,(i-0) ^' "' 



sultanto per funzioni d' integrale nullo; dunque dovrà e 



•'a 



«^'^oiGM+òrM-'ì"- "••'''"""''• 



Questo evidentemente porta che G(3-)+Cl|fr) debba essere 
sempre uguale ad uno all' infuori di una Funzione d'integrale 
nullo, perchè altrimenti profittando della tanta iirhitrarietà che 
9 in /(-c) si potrebbe fare in modo che 1' ultima eguaglianza 
non fosse soddisfatta; dunque nel caso attuale la funzione 
G(j:) + G,(.r) dovrà prendere il valore uno in punti di qualun- 
que porzione dell' intervallo {a , b), e se essa è continua fra 
a e b dovremo avere sempre G[x) -\-G,{.t)^1; di modo che 
allora la somma della serie (141) in tutti i punti x ha, a e b 
pei quali f{x) soddisfa a una delle condizioni del §. 39, ec. 
luà G(x) fix + 0)-Ì-G,{x) fx-0), o l /A^+0) 4- f(T-0)\ -f 

Qaesta osservazione vale anche pel caso delle serie gene- 
rali considerate nel §. 69. 
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142. In correlazione colie precedenti osaerTazione gniienili in- ' 
. torno alle variazioni clie pessono farsi sulle funziooi ^(-r — a^^hjì, 
giova ora notare che se nei teoremi di questo capitolo la tao- 
zione via via indicata con h\x) si muta in un altra F,(.r), e al 
tempo Btesio la funzione indicata con ì:(j-— a,a, A^) si rnut« 

F (j;) 
in ?(-r-a,«,*o)jrJ^'. 

sendo a un punto ititenio all'intervallo (a , i) che vìa rU n 
aveva da considerare, colla primitiva funzione <p(x — 3,gt,Aa) | 



si trovava lim ( ^(x — a,a,A„)rfx=G{a)4-Gi(ot) quando i li* 

miti a ,b' dell'integrale comprendevano il punto a per modo 
cbe fosse a 'Ca<Ji' ì si vede subito che colla nuova funzione: 



si troverà ordinar lamento : 






^(^— .«l,è5S'' 



F(x_+<,) 



m/< 



lim /»,(*- 






come V anticK, a meno che nelrintervallo d' ìntegrazioDO (q>».^ 



la funzione _ - non presenti qualche singolariti , 

esempio quella di divenire infinita o di "avere infinita 
zioni senza soddisfare ad alcune delle condizioni che 
nel teorema del §, 39. 

Per questo adunque, quando la funzione 
nei nostri sviluppi non sia anticipatamente conosci, 
ordinariamente partire da una funzione ausiliariii 
salvo ad aver poi riguardo alle singolarità 
particolare che si fosse fatta di questa funzio] 
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tare quando, con valersi delle considerazioni fatte ora o di 
quelle del paragrafo precedente, si volesse passare ad un altra 
fanzione F{x) per la quale le corrispondenti G{!i) e Gi{a) sod- 
disfacessero a condizioni speciali, come ad esempio a quella dì 
essere diverse da zero, e indipendenti da a. 

143. Le osservazioni cbe abbiamo fatte estendono già 
grandemente i risultati ottenuti nei primi paragrafi di questo 
capitolo: ma quusti risultati possono venire estesi anche ulte- 
riormente . 

Si noti perciò cbe se è data una funzione (f , «, kj) che, 
considerata per un valore speciale ( ma qualunque ) di a in na 
certo intervallo (a,l) (gli estremi al più eacl.), gode drfla 
proprietà che per ( compreso fra a — «e h — a e discosto da 
zero più di E (s diverso da zero e po«tivo ma arbitrariamente 
piccolo) è aempre numericameote i' ft-riore a un numero finito 
(variabile con e) qualunque aia n, e lo atesso accade per l' in- 

tegrale / ^yt,'X,h„)iit anche quando t al accosta indefinitamente 

v'O 

a zero; e se di più per M=t» questo integrale, considerato per 
ogni valore di ( diverso da zero e compreso fra a — a e b — a, ha 
\m limite determinato e finito y^ (a , t) cbe, come funzione di /, 
fuori del punto (=0 è anche continuo e ammatte una derivata 

allora y( —a , -f-0) e j; (a , ^-O) avranno certamente un signi- 
ficato determinato, e si avrà lim. / JO {t,'^M—''~idt^ix,-\-0) 



per ( 



positivo e lira. / S^C , « ,ftj - --/ì d (= y( gì, — 0)per 

/ negativo, per modo che si potrà intanto esser certi che, 

considerata per ogni valore speciale di a fra a e 6 (a e 6 al 

più esci.), la funzione &(/,a, /i„) — y figurerà come una delle 
funzioni 'f (f , '') del cap. III. 






Ne segue evidentemente che se la funzione 'Kt.t.h,), oltre ad 
avere le indicHte proprietà, gode anche dell'altra che, considerata 
per ogni valore speciale (ma qualunque) di a fra a e A, tranne 
ttitf al più pei pnnti estremi a e A e per un gmppo di punti 
finito Ìa6nìto ma di prima specie fra « e 6. la funzione "/(a,*), 
come fnnrione di / fra a —t e 6 — a , ammette sempre una 
dìscontimiìtà (rhe sarà necessariamente ordinaria) per (=0, 
allora la indicata fnnxione ^{t , ^ . k.) condurrà sempre a ana 
TfcppresentRHone analitica delle funxioni f{_x) che fra « e A sono 

«Uè alla integrazione in:3ieme alla ftmiione^ — X^fL 

■/('.-t-0)—/.U.-0)' 
e questa rappr^entamone analitica vani pei soliti punti a fra 
« e & pei quali sono soildisfatte le eondiiioni del §. 39, e san 
della fonua: 



^-'-Ki-TZfi^ 



ì[(».-H))-x(*-,-0) 



^ r ^ 



,V-a,T,AO-^x 



«^-.ì, 



-t-0)—/Xx , -0) 



dì coi in ] 
t «ns spiòalt applìcnìoM pd tconcoa dd §. 64, 
kn £ ìayectaBU gniJiiiÌMa , ftÀAiè , piem aibitnriaineDtii 
> trìhqipD • fpTOihi I» fiwirioaw VC' « ' • M corrispondente 
* eoi AtM la SOMBM ià prinì n tmàm dello «rilnppo ec, la 
cnadìiìoaì poato sofvm, alT wfsorì dì qadk iriaiìn aJla diaeoa- 
lÌMÌti diJcfa.O per f=«, waoM «Caariaaaeote soddìs&tte; 
^ìadì Wsini «dÌMnaaNto Gnwkanà a Tw ìfc^» se qoesta 
■ Biiiif Tilh feoariw^fc £ xtx.f) ^ • s&Md£sbtta per 
dmdHC M 3 dato ««ìlap^ £ /fx). o qoeUa che ae ne deduce 
«olTaaEÌwipf* «a 4maan Jjt'-H»— xC'+<*) "»''o «*» ""te- 
grafi dei nriì tannai «r. ^ o ■<» paaiititf, gwdn questa fini- 
ime t[^ aoUòfc « «M érik iiidiiìii' dd S- 39 ec 

144. iEd « drgM dì aite cU «Mbe cw qaesti pcoeeni 



fimialiiwM ^ sta* par la i 



t drih pBaiiliilila dì stì- 



■ ifi IbtBB data p«r le ivanan ìs ■■ carta àsfarwllo (s , &), 
ì «RMW dì tw«*> ■*il>n> k fiaÒH* /U) figorn 




soltaato a moUiplicatore sotto un integrale che è esteso Fra 
o e 6 , bì riducono sempre a uno studio che dipenda soltanto 
dalla t'orma dello sviluppo, senza dipendere affatto dalla natura 
della funzione f (.r) da svilupparsi, e a uno atudio che è rela- 
tivo a questa funzione e che si fa colle considerazioni gene- 
rali del cap. IH. 

E così per esempio, se si tratterà di sviluppi della 

rb 

forma T A„ H„ (a) ove A,, = ( f{x) K„ (a;) rfx, il primo di 

1 Ja 

questi sttidii ai ridurrà sempre a esaminare la serie 

'X ft 00 

V H, (a) / K» (a + () dt (che risulta da quella data T A, H„(!x) 

1-^0 1 

so p primendo sotto l'integrale che figuralo A^ la funzione /'(x), 
e cangiandovi x in a-\-t, e i limiti a e A iu e ^), e ad esa- 



» rt 

lH„(a)/ K, 



minare al tempo stesso la somma y H„ (a) / K„ (a-\-f) dt dei 
primi n termini di questa serie insieme alla sua derivata 
2 H" (*J ^i (* "I" 1 oniio vedere se queste tre quantità pos- 
sano ilo considerarsi respettivaraente come quantità /(a , t), 

t 

^{t,tt,h„)dl, 0(/,«,7j„) dotate delle proprietà dette sopra. 

E quando queste particolarità si trovino verificate, allora si 
lotrà affermare che la serie A (a) + 2 ■^ " ^" ("J' "'^ 



Jo 



I pot rì 



jxfr 






;,w 



;a:,+0)-);(»,-0) 



rappresenta /"{a) per tutti quei punti ot tra n e 6 pei quali 
ai troverìi che f{j' ), /(A+O) e ■/(''"^Ol "onii finiti e continui, 




e flx), e /{j;,+0)— 7(x,-f-0 soddisfano a ima delle coniUdom 
del g. 33. ec. 



Così pure, trattando per 
si eBaminerà prima se la serie 



es. degli t 

(6)0 17), 






^C( , a , hg) di, e le funzioni K„„ (x) , 



» dei gg. 57 a !)8, 
a soppresso ì! ter* 

1 i coefficienti p^ 



e In funzione ¥(x) aiauo presi nel moclo che ai crede meglio, i 
nò converg>?Dte , e se la sua somma può o nò considerarsi come 
una delle fuiizioDi -/(a , t) qui indicate, per le qnalì */(«, — 0), 
e /(a, +0) sono differenti fra loro, ec; e nel caso affonnatiTo, 
se (come ordinariamente accadrà ) ai troverà ancbe che qualun- 
que sia ti la somma dei primi n termini dì questa serie, p«r 
ogni valore di ( fra a — a e 6 — et, e le somme (5) o (S), ora sia 
tralasciato il termine f[t,'x,h^), pei valori di ( discostì da zero 
più di e ma compresi sempre fra questi limiti a — « e fc — « 
sono sempre numericamente inferiori a un numero finito, allora 
si concluderà senz' altro che gli sviluppi (3) (ft) sono appli- 
cabili alla funzione f{x) nei soliti casi del Cap. Ili , quando 1 



si prenda f{x — a , a , A^,) = — — ■/_( a , x — 9 ), e 



cangi 



F(*) in 



F(x) 



x(^.+0)--M-o) 



Questi sviluppi però, per la presenza del primo tarmine,^ 
non soddisfaranno spesso alla condizione di eswrc rappreseli—^ 
tazioni di forma data della funzione /"(r); ma ciò non tagliai 
che essi possano avere una importanza grandissima, in qnmntm 
possono servire a dare per tutti punti di un certo inberrallo 
(a,ò) una unica rappresentazione analitica di nna funaìoDA f[x} 
che sia data arbitrariamente in quell'intervallo (a,b), 

ISò si deve tralasciare di notare che in certi casi 1« idi 
cate verificazioni potranno riuscire decisive soltanto qiundo { 
termini della serie che si considera vengano preoì o «ggrap» 
patì in un modo determinato, e allora la validità dello avilappa 
potrà assicurarsi soltanto quando i suoi termini si ordinino 4 
si aggruppino in qnol dato mudo. 
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Di questa osservazione del resto noi ci valemmo già per 
gli sviluppi trigonometrici dei §§. 81 e seg.; e può dirsi che 
ce ne siamo valsi tacitamente anche per quelli in funzioni 
Jacobiane dei §§. 118 e seg., giacché da tutto il processo ivi 
seguito apparisce che i termini di tutti questi sviluppi s' in- 
tendono sempre aggruppati due a due, riunendo quelli corri- 
spondenti alle radici coniugate X„ o X ^ , e poi s' intendono 
presi questi gruppi nelP ordine naturale secondo cui crescono 
ì moduli di queste quantità X,, o X'^. 

^ 145. Aggiungiamo inoltre che se (come appunto avviene 
sempre nei casi particolari da noi studiati ) la funzione 
rp(x — a , a , A„ ) che si ha da considerare è della forma 
V{x) '{^( a? , a , h^ ), ove ^{x , a , A„) è simmetrica rispetto ad a? 
«d a a, e ¥{x) è senza infinite oscillazioni, ed è finita continua 
e diversa da zero per tutto tranne tutt^ al più in punti ecce- 
zionali, allora, avendosi: ^ 

si vede chiaro che se in questi casi, quando a non è un estre- 
mo del solito intervallo (a , 6) ed è un punto intemo dell'inter- 

vallo (a' ,&'), si ha lim / ?>(a:— a, a,/rn) do! = G(a) + 6i(a), si 

rh' 
avrà anche lim / tf{x — a,a,An)da = 6(^) + Gj(ar) tutte le 

volte che l'intervallo d'integrazione, che ora deve avere nel 

suo intemo il punto a?, non comprende punti a nei quali F(a) 

presenti qualche singolarità. 

Similmente se x è per es. l' estremo inferiore a dell'integrale, 

rV 
e6'>a:, si trova che insieme a lim / <f(a — x,x,A„)da=G(a7) 

si ha anche lim / (p(a?— a,a,A„)(ia=Q(j:); e se a? è estemo all'in- 



tervallo {a',ò'), si trova che insieme a lim / ^(a — ^ t^ , i«)rf«^0. 



si ha lii 



lira / (f(^- 



'1"/^' 



,«,*.)</«— 0, 



e lim / f{x 



146. Del resto poi è facile Twlerc ìq generale clie «e 
(come oriJimtrìnmeDte accude) ^(■r — a ,«,/)„) consiiìrrKta come 
funzione delle due variabili x e « è finita e contioas in sa 
campo ove queste variabili possono prendere tolti i valori dk 
d a b, o almeno, più generalmente, è tale che per a<,e<jif^b 
rd rd 

le due integrazioni nell'integrale doppio f da f ^r,a,«,A.)^ 

Jc Jc 
possono invertirai, allora quando ei trovi che per un dato 
intervallo d' inttgrazione {a , b' ) che è tatto o part« di 

rb- 
(«,ft), si ha Hm / y(.c— a,a,AJf/i = G(3i) + G,(«), 

,A,)(/a = H(a) + H,(.r), le due funzioni 

G(x)4-G,(i) e H{x) + H,(j), snpposte atte alla int^i»- 
zione, o saranno uguali fra loro in ogni punto di (o' .ft*), 
come nel caso precedente, o tiitt'al più differiranno fra loro 
soltanto per una funzione d'integrale nullo; e ciò tntt» le volte 
che, considerati per ogni valore speciale di n separatamente, gli 
integrali precedenti siano finiti per ogni valore di > o di x 
nell'intervallo d'integrazione, e al tempo stesso in ogni por- 
zione comunque piccola dell'intervallo (a , fi' ), o (a -f-J , b' — i) 
( E diverso da zero e positivo ma arbitrariami'nte piccolo ) vi 
siano dei punti :r o <x pei quali al crescere indefinito di n gK 
integrali medi'simi convergono in ugual grado verso i loro limiti 
respettivi a(«)+G,{a), H(.f) -f H,(j;) . 

Prendasi infatti una porzione qualsiasi (a, , 6,) deirinttr* 
Tallo { «' , fi' ) , e considerando l' integrate doppio 

r'i l'I: 

' ff{x—a,i,h,,)ilT, si indichi con %,, 1* intirgrab 



''Ut •'a. 
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1 y( X — a , a , An ) dar , e si osservi che, per le nostre ipotesi, 

in ogni porzione dell' intervallo (a| 4' ^ i ^i — s) esisteranno dei 
pnnti a pei qnali T integrale ^n^x considerato per qualsiasi va- 
lore di n superiore a un certo numero finito n^ diflTerisce da 
(j(a) + G|(*) meno di un numero piccolo a piacere o . Pren- 
dendo allora un valore qualunque di n superiore a Hq , e 
immaginando scomposto l'intervallo {a^-\-B^b^ — e) in un nu- 
mero finito d'intervalli parziali Sj , 8j , • • « Sp , potremo sempre 
trovare in questi intervalli dei punti a^ ,0^,.. ,<X|» pei quali la 
indicata condizione sia soddisfatta; e basterà che questi intervalli 
sieno presi abbastanza piccoli perchè si possa anche affermare 

che rintegrale / ^n^x da differisce dalla somma V S^ònj a* e 

P 
quindi anche dall' altra V J, [G(a,) + G^(a«)] meno di quel nu- 

1 

mero che più ci piace a'. 

Ma evidentemente, se le §4 , S^ 9 • • 9 S/i sono abbastanza 

piccole, l'ultima somma differisce tanto poco quanto si vuole 

dall'integrale / [Q(a)+G|(a)]da; e d'altra parte, se s è snfficien- 
temente prossimo a zero, questo e l'altro integrale / ^nyj. d ol, 
differisconotantopocoquanto si vuole dai due / [GKot)+C^l(a)]da, 



rò. 

A due / [G(a; 



I ^nj^da; dunque, poiché l'ultimo integrale non è altro che 

rintegrale doppio ì da 1 ^(a?— a ,a , AJd Jr, si può asserire 
intanto che il limite per w=oo di questo integrale doppio esi- 
ste ed è l'integrale semplice / [(iW + G.W] ^^• 
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D' altra parte, invertendo le integrazioni , si trova anche 
che lo stesso integrale doppio ha per limite T integrale sem- 

plice / [H(a?) -[-H|(a:)]dx; dunque sarà evidentemente: 
•/'ai 

[ G(.r) + Q,{x) ] d X = / [ E{x) + B,{x) ] d:r, 



qualunque sia la porzione che si considera (a^ , b^) di (a' , 6'), 
e questo dimostra appunto quanto enunciammo sopra. 

Questo risultato si estende suhito anche al caso in cui 
alcune delle varie condizioni poste sopra non si (rovino sod- 
disfatte fra a e b' altro che negli inter alli che restano dopo 
di avere escluso con intorni arbitrariamente piccoli un gruppo 
finito o infinito di punti di prima specie; bastando per fare 
questa estensione V applicare i soliti processi con considerare 
successivamente il caso dei gruppi di punti di prima specie e 
degli ordini 0, 1», 2», 3», . . , v— 1, v, ec. 
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